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РЕШЕНИЕ КРАЕВОЯ ЗАДАЧИ

О КРУЧЕНИИ АНИЗОТРОПНОГО СТЕРЖНЯ

Задача о кручении неоднородного ортотропного стержня с сечением в виде

кольцевого сектора, когда модули сдвига G1 (г) и G2 (г) пропорциональны

некоторой степени г, решена С. Г. Лехницким [3]. в настоящей работе с ис

пользованием групповых свойств дифференциальных уравнений найдены

новые зависимости между модулями сдвига G1 (г) и G2 (г), при которых эта

задача также решается в явном виде.

Если в рассмотренном классе линейных дифференциальных уравнений

в частных производных второго порядка, инвариантных относительно груп

пы преобразований с эллиптической траекторией [1]

(
т2<ря ) д

2
и 2т д

2
и ( т2qJя mqJl) д2и

-:2- + mЧJl дг" - -,- ЧJ2 д,дер +~ - ~ дер2 +

(
m"qJз т<р! ) ди ( 2т<Р2 <Р4 ) ди+~ - -г- + ЧJь дГ+ -г-2- - г2 дер + ЧJви = ЧJ7'

выбрать

Ч'l (г) = +(~I - ~2)' ЧJ2 (г) = ЧJ4 (г) = ЧJв (г) = О, ЧJ7 (г) = - 2"
(2)

" ] го; 1 а
СРз (,) = ~ + 02 ' (РЬ (г) = ~ - GГ - ---а; , т = Ь = 1,

то получим уравнение для определения функuии напряжений неоднород

ного ортотропного стержня [3]:
, д2и (1 го;) ди . 1 д2и

G -----a,:z + G - -02 дГ+го ----а82 = - 2"
1 I I 2

где С, = G8z, G2 = G,z - непрерывные функции переменной г.

Зада ча о кручении ортотропного неоднородного стержня с' сечением

в виде кольцевого сектора К заключается в определении функции и (г, е),

удовлетворяющей уравнению (3) в К и следующим граничным условиям:

и \,=,. = tl (е), и \'o ~'~Г' = 'ЧJl (г),
0~8~a 8=0

и 1,=" = t2 (е), и I,O~'~" = 'ЧJ2 (г).
0 ~8 ~a 8=а

Если в уравнении (3) ввести замену

и(т, e)=v(" е)+ио(г),,
где ио (г)=-JpG] (p)dp - частное решение уравнения (3), то решение

"краевой задачи (3), (4) можно свести к решению аналогичной задачи для
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t:::J. _%.~,З!"l(Пlеro однородного уравнения

r д2и (1 rG;) ди 1 д2u
----о; дг2 + ~ - oi дГ +. г02 д(j2 = о (5)

с граничными условиями

V \г=г. = {1 (8) - ио, v Ir. ~ra, = 'Ф1 (г) - ио,
0 ~8~a 8=0

(6)
v Ir=r, = {2 (е) - ио , V 'Г' ~Г~" = 'Ф2 (г) - ио ,

0~8~a 8=а

. Решение V (г, е) краевой задачи (5), (6) находим в виде суммы двух функ

uий

v (г, е) = и1 (г, е) + и2 (г, е),

причем

1) и1 (г, 0) - решение уравнения (5), удовлетворяющее KpaeBbIN! усло

виям

(7)

г

и 1 \'=Г"Г' = О, и1 1 ,. <, <" = 'Ф1 (г) - ио (г) = 'Ф1 (г) + fра1 (р) dp,
0 ~8"a 8=0 г.

г

и] ,Г.<Г<Г, = 'Ф2 (г) - ио (г) = 'Ф2 (г) + ~ ра1 (р) dp;
8=а г.

2) и2 (г, е) - решение уравнения (5), удовлетворяющее краевым усло
виям

'.
и2 \г=г, = f2 (е) - ио (г) = f2 (е) + ~ ра1 (р) dp.

0< 8<а ~

Если искать частные решения уравнения (5) в виде

и],е = Р, (г) ехр [е8),

получим для Re (г) обыкновенное дифференциальное уравнение

" (1 .6;), е2 01
Re + -,- - ----о; Re+ 7 G;- Re= О,

которое известной заменой приводим к такому:

. R;+ 1 (г) Re = О,

(8)

•

(9)

(1 О)

(11)

где

1 е2 01 1 1 о; 3 · o~' 1 o~
(Г)=70+ 4г2 +2ГО-Т-а2 +20'

2 1 I 1

Пустъё = г:С;; и между а1 и а2 существует зависимость
01

I -1 -1' I -1 -1' 7 2" 3 - 2"
ТГ а\ а\ + т' С2 G2-16G1 а1 -16а2 а2 -

3 1'" I 1 " I 1 "
-16а1 О2" а\а2 -т О)" а1 + тО2" а2 = О. (12)

Тогда для уравнения (11) выполнены условия интегрируемости в замкнутой

форме

1 (г) = S-2 (г) (-л - +s" (г) s(г) ++S,2(г») , (13)
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в слу-

(15)

(16)

где ~ (г) - пронзвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция

и л - произвольная постоянная [2]. Каждому из трех случаев (л. > О,
л < о и л = о) соответствует своя фундаментальная система решений

уравнения:

I

R = ~2 (г){е) cos (V- л ср (г, го» + С2 sin (V- л <р (г, го))) для л < 0",
1

R=~2{г)(С1сh(VX-ср(т, го» + С2shСVЛ<р(г, го))) дЛЯ Л>О, (14)

1

"R = ~. (г) (С)ср (г, го) + С2) для л = О,

где

,
<р (г, го) = ) ~-1 (р) dp.

г.

гуа
Решения уравнения (11) при условии (12) и при ~ (г) = 11G!

чае задачи (5), (7) должны обращаться в нуль при г = го и г = '1
Таким образом, получаем задачу Штурма - Лиувилля:

, (3 а;' 1 а, I а; 1) е2 01
к.-: ------------ R +---R =04 ат 2 а) 2г а 1 4г2 е г2 а2 в ,

Р, (го) = о, R. (г 1) = О.

Согласно общей теории задач на собственные значения, если

3 а; ' 1 а1 I а; I
-4 - 9---2-а--2--а--42 :>0, ГO~'~Г1'Gi ), J Г

то собственные функции задачи (15), (16) ортогональны о весом --.!!L
,2а2

r

При условии r y~ dp = 1т находим собственные функции задаJ р а2 (р)
г,

чи (15), (16):

к, (г) = vr y6;Тr) sin (е fy~ dP)'
~ i р ] а2 (р)

•
Решение задачи (5), (7) ищем в виде

(17)

+~ 00

и1 (г, е) = l; Re (г) ехр [еВ] = AoRo (г) + L R. (г) (А. ch еВ + В. sh еВ) =
,=-00 .=1

00

= ~ Re (г) (Ае ch еВ + В. shее).
.=1

(18)

Определим коэффициенты А. и В. из второго граничного условия (7):

00 г

и1 (г, о) = 1: к, (г) А. = '1\11 (г) +) РС1 (р) dp,
е=f г.

00 '

иl (г, а) = 1: я, (г) (А. ch еа + В, sh еа) = \)12 (г) +5РС1 (р) ф.
е=1

г.
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Учитывая ортогональность собственных функции Re (г) и Rm (г) с весом
а] (г)

-т-о(-) , получаем
г 2 Г

Г,

I я, (г)
Г.

01 (г) ( r )
г2О2 (г) . 1Рl (г) + 1. ьс, (р) dp dr

(19)

В, = 1 (~
f 2 01 (г)

sh еа J Re (г) г2О2 (г) dr Г.

г.

Г~~2(~~) к, (г) ( '!'2 (г) +SpGl (р) dP) dr -

Г.

(25)

- ch ео: i. к, r~J2(~~) ('Фl (г) +ipGl(р) dP) df) . (20)

Рассмотрим задачу (5), (8). Ищем частные решения уравнения (5) в виде

о» = к, (г) ехр [i е:е]. (21)

для определения Re получим обыкновенное дифференциальное уравнение

'. (1 о;)' е2n2 01Re+ --- Re---R =0 (22)
г а. а2 0 2 е ,

которое известной заменой приводится к такому:

" ( е2л2 а 1 l' о; за;' I o~)
Re+ -~ а: +4f2+2ГО;- 4GV +тс;; Re=O. (23)

Если между Gl (г) и G2 (г) существует зависимость (12) и ~ (г) = г:~ и,
О] (г)

то условие интегрируемости (13) для уравнения (23) выполнено при А =
е2n2 .

= .Ае = -2-. Из (14) находим
а

к, = Vr jrG;(Г) (Clech(~S' ~ dP) + С2е sh(~r y~ dr)).
~OI(Г) а r.pJf02(P) а ~PY02(P)

(24)
. Решевие задачи (5), (8) представляется рядом

V2 (г, 8) = е);: Re(г) ехр [ ie:e ]= АоВо +

+УГ VG;(Г) ~ (Ch(~r 01 (р) dP) (Ае COS еле + в, sin ел9 ) +
4"!(jI=\() ~ а J р02 (р) а CG
l' Ul \Гl е-I Г.

+ h (~ S' vG;(p) d ) (С еле + D . ело))S О () Р е cos е sш .
а Р2Р а а

Гс

Если положить Ао = Ае = Се = О (е = 1, 2, ... ), то и2 (г, О) = и2 (г, а) =
= о. Затем при г = го

V2(rO' 8) = V~~ ~ (Ch ( е; 'ry~ dP) в, +
1101 (го) е=1 ~ рУ02 (р)

+ h (~fr 01 (р ) d)D)' рле = t (0)
5 а J р02 (р) Р е згп а 1

г.
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(27)

и при г = Г1

l.} ~ VG2 ('1) ~ ( h kел2 В + h kел2 D)' елО
и2 (Т 1 • u) = 4 ~ С -а- е S -а- е SlП-а- =
~ е=1

"
= {2 (О) + f ра1 (р) dp.

г.

Отсюда

_.2- ;iG;(ГJ y~ ;;-~ h еkл2
SCX f (CI) ' еле dO') '

а 4 -- -4 -- С -а- 1 u SlП----;х- .
j!G1 (' l ) Уго VGz ('0) о '

В итоге решение задачи (3), (4) о кручении ортотропного неоднородного

стержня с сечением в виде части кругового кольца представляется так :

г

u(г,0)=-SрG 1'(р)dр+v 1(г, 0)+V2(r, О), '"

'.
где V 1 (г. О) И V2 (г, 8) - ряды (18) и (25) с соответствующими коэффициен-

тами (19). (20) и (26) , (27). .
Если функции 'ФI (г), 'Ф2 (г) И {l (8), f2 (О) непрерывно днфференцируемые

четыре раза соответственно на отрезках го ~ г ~ Г1 И О ~ 8 ~ с.а на их

концах удовлетворяют условиям

~'1 (го) = 'Ф2 (го) = О, 11'; (го) = 'Ф; (го) = и~ (го),

1~~ (го) = 'Ф; (го) = и~ (го), 'Фl (г1) = 'Ф2 (г1) = ио (г1)'

'Ф; (г1) = 'Ф; (г1) = и~ (г1)' 'Ф '; (г1) = 'Ф; (г1) = и~ (г1);

{l (О) = fl (а) = 6(О) = (; (а), t2 (О) = {2 (а) = ио (г1 ) ,

{; (О) = ' ; (а) = О,

то полученное решение будет классическим.
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к ВОПРОСУ ОБ ОБРАТИМОСТИ ТРЕУГОЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРНЫХ МАТРИЦ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Пусть -Рl' .... -Рn - комплексные гильбертовы пространства • .р ,-:- ~1 Е9 ,
Ее ... ЕВ .рn - их ортогональная , сумма, Р; - ортопроектор из ,.р . на -Pi. '
А Е 53 (.р); 53 (-Pi' S;)j) (где S;)i и .\Jj --:- гильбертовы пространства) - прост-
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