
:8 /">.
16 I - \
1* у/ \ \
12 ~

10 I
8 I
б I

чинами присодит к

Д u Е
ля различных значении параметра (J'

вычислены прогибы оболочки ш. На рисун

ке сплошнымилиниями изображены безраз-

R2
мерные прогибы ш* = w MoD' вычислен-

ные на основании решения уравнения (1О),

штриховыми - соответствующие прогибы в

случае, когда в уравнении (1О) опущено вы-

d2w
ражение 2g2 da 2 или в системе (8) выраже-

2 д2 -
ние 2ib2eR- 'У 2 Reда2 о . Как видно из гра-

фиков, при определенных значениях пара

Е
метра (f' пренебрежениеуказанными вели-

существенным погрешностям и поэтому недопустимо.
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Рассмотрим плоскую задачу стационарной термоупругости для однородного

прямолинейно-анизотропного (относительно упругих и тепловых свойств)

тела с некруговой цилиндрической полостью, подверженного тепловому воз

действию. Тело отнесено к прямоугольной системе координат Охуг. Коорди

натная плоскость хОу совмещена с поперечным сечением длинного призма

тического тела или со срединной плоскостью тонкой пластинки с теплоизо

лированными торцевыми поверхностями. Внешняя граница призматического

тела может быть свободной или неподвижно закрепленной.

Пусть нормальное сечение призматического тела (или срединная плос

кость пластинки) занимает область S с отверстием, ограниченным простым

замкнутым контуром Е, который описывается уравнением

х + iy = R (eie+ f Cke-ike) (~ k ICk1< 1) . (1)
k=l 1<=1
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Предполагается, что размеры отверстия L малы по сравнению с размерами

тела и отверстие достаточно удалено от края. Поэтому при аналитическом

решении задачи область S рассматривается бесконечной.

Определение стационарного температурного поля сводится к интегри

рованию уравнения [5] J

д2Т д2Т д2Т

Кll дх2 + 2К12 дхду + К22 дjj2 = о (2)

при соответствующих граничных условиях. Здесь Кц - коэффициенты теп

лопроводности; Т - температура среды.

Общее решение уравнения (2) выражается через аналитическую функцию

ФЗ (zз) переменного zз = х + f!зУ по формуле [5]

т = 2 Re ФЗ ( zз), (3)
причем

(4)
.\ F (t) dU = - r (1 + if!з) SF (t) ФЗ (tз) dtз - г (1 + i~з).\ F (t) ФЗ (tз) dtз "
L L L

Здесь [2, 5]

-К12 + u(
I!з = -~'---'--

К22
Если температура тела (3) известна, комплексные потенциалы Ф, (г,) =
= !p~ (г,) (j = 1, 2), описывающие термоупругое состояние анизотропного
тела, определяются из граничных условии [41

5F (t) dU = - г (1 + if!з) 5F (1) ФЗ (lз) dtз - г (1 + iмз) IF (t) ФЗ (tз) dtз ,
L L L

2

dU = ~ [(1 + il!,) Фi (г/) dz/ + (1 + {ii/) Фj (z/)'dzj ] ;
'=1

2
а6!-tз - а1!-tз - а2 •

г= ~
ан (/1з - 111) (/1з - /12) (/1з - 111) (/1з - /12) ,

(х! - температурные коэффициенты линейной и угловой деформации; t
аффикс точки контура Е; г/ = Х + I!/Y (j = 1, 2, 3) - обобщенные комп

лексные переменные, изменяющиеся в областях S /' полученных из области

S соответствующими аффинными преобразованиями: !1-, = (х; + i~ / (j =
- 1, 2) - корни соответствующих характеристических уравнений [2];
F (t) - граничное значение произвольной функции F (г) переменной г =
= х + iy, голоморфной Б области s.

Контуры отверстий областей S / переменных г, = х + !1-;У обозначим

через [/, а аффиксы их точек - через t/ (j = 1, 2, 3). Аффиксы точек кон

туров [/ и L находятся между собой в аффинном соответствии:

t/ = +(1- if!/) t ++(1 + il!/) t (j = 1, 2, 3). (6)

(7)

(9)

(j = 1, 2).

и = 1, 2, 3),

Аналитические функции ф{" (г/) (j = 1, 2) должны удовлетворять усло-

вию однозначности смещений 4]

r (1) 5 (2) r - -.J Ф, (t j ) d// = D, ФЗ (/3) dtз + D, .J фз (tз) dtз
L, L , L ,

Величины D~k) для ортотропного материала вычисляются по формулам

D~I) = (-1)1 Е1 (al~7-~2) 2 ' D~2) = (_1)1+1 Е1 (а1~7-2аз) 2 ' (8)
2~! (~з - ~j) (~I - ~2) 2~/ (~з +М {В 1 - ~2>

При больших I г! I и при отсутствии сосредоточенных источников тепла

Б области S функции Ф / (г/) (j = 1, 2, 3) имеют БИД

Фj (г/) = Bjz j + A~) + D<J)zj' + О ( :7 )

77



причем для ортотропного материала при незакрепленной внешней границе

тела

Во:" = (-1)' Е1 (al~~-a2)qoo (COS~ _ i~) (j = 1, 2),
J 2 (~j - ~7) (~~ - ~~) К ll ~jK22

(Л -ш j Е] (al~~ - ( 2) Т00

Ао = Ао = (- 1) 2 (~~ _ ~7)(M _ ~~) (j = 1, 2), (JО)

ВзОО = _ qoo ( COS В _ i~), А(З) - I Т
2 Кll К О -""2 00'

Здесь goo - интенсивность теплового потока на бесконечности , направ

ленного под углом ~ к оси х; Т00 - температура тела на бесконечности.

Постоянные D(J) (j = 1, 2) определяются из условий (7).
Если внешняя граница ортотропного тела жестко закреплена и тепло

изолирована (qoo = О), то

2 R?

A(J) _ А<Л _ (_ 1)1 ТooE1CZt [~! - т\ _ " 1 + Т\ + tJf (1 + "2Т\ ) ] {1 р.
0-0- 2222 2 "

2 (~' - ~2) ~З - ~I ~! (1 - " 1" 2)

В, = О (j = 1, 2, 3), АБЗ) = +т00' 1] = ~ .

Регулярная функция, конформно отображающая внешность единичной

окружности l' (1 е I > 1) на внешность контура L области S, имеет вид

г =: (i) (~) = я (~+ ~I CkC
k) (ф' (~) =F О, I~ 1> 1, ~) k Iс,1< 1). (12)

Изменяя в соотношении (12) постоянные R, Ck и N, можно получить отвер

стия в форме круга, эллипса, овала, криволинейного треугольника, четырех

угольника и т. д.

Уравнения контуров L, областей Sj (6) с учетом (12) принимают вид

(а = . /6)

t, = к, [а + пцв:" + ~I с, (mjO'k + O'~k)] , . (13)

. I . I + 1/1/R, = -2 R (l - lf.tj), т, = l' (j = 1, 2, 3).
-/""1

Из формулы (6) находим

dt j = R,[I-m,0'-2 + t Ckk(m,O'k-l-О'-k-l)]dО'. (14)
k=!

Произвольнуюголоморфнуюфункцию F (г) в преобраэованной области
представим в виде ряда

00

F(Z)·It=:f'*(~) = ~ En~-n.
'n=О

(15)

Функции Ф, (Zj) = rpi (Zj) (j = 1, 2) в преобразованных областях ищем
в виде степенных рядов

00

Ф, (г,) = Ф., (~,) = Bj(i)/ ('6j) + ~ Ak"~i\
k= O

liт [Ф., (~j) - Bj(i)j (~j») = At (j = 1, 2). (16)
I~jl""oo

Внесем выражения (5), (14), (15) и (16) в граничное условие (4) и выпол

Ним интегрирование. Учитывая при этом проиэвольность функции (15),
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получаем бесконечную систему линейных алгебраических уравнений отно

сительно коэффициентов A~ (j = 1, 2):

. 2 [ N ][1 (1 + ~t7) AE~-n + т; k~; kCkA~:""n +
2 • 2[-<]1 -<]1 ~ -<]1 -<Л]+ ~I (1 - ll-t') т;Аn_ 1 - Аn+ 1 + 1=.\ kCk (An-k - mjA n+k) = qn, (17)

~I (1 - il-t,)2 [A\~n + т; k~1 kCkA~:""n] + [1 (1 + il-t~) [ mjA~_l - A~?гl +

+ ~~, kCk(A~~" - miA~~k)] = tn (n = О, 1, 2, ..• , (0),

где

чn = - ~. a-"dU 1- Г (1 + il-tз) ~' a-nФ.з (а) Ш~ (а) da-
у v

- r (1 + i~з) j а-ПФ.) (а) Ш; (а) dcr,
у

fn = - ~ а"dU1- Г (1 + il-tз) j аnФ.з (а) Ш; (а) da -
'1' v

Здесь

-; (1 + i~з) j аnФ. з (а) Ш; (а) da.
у

(18)

2 __

dU1 = L [(1 + il-t') B jWj (а) Ш; (а) da + (1 + i~i) Bjwj (а) Ш; (а) da].
;=1

Величины (18) в явном виде приведены в работе [4].
в случае равномерно нагретой до температуры Т = ТО = const плас

тинки функция температуры (3)
1

ФЗ (zз) = '2 То· (19)

С учетом этого ' и при отсутствии внешней нагрузки величины (18) опреде

ляются по формуле

ч; = - ~o \Г (1 + I-t5) [бnl + тз ~I kСkбnk] + г (1 + il-tз)2 [ тзfJn l +

+ k~l kC»:]} , (20)

{,. = ~o {г (1 + I-t5) [тзбn1 + k~l kСkбnk] + г(1- i~tз)2[тз k~1 kСkбnk + бn l]}',
где ()nk - символ Кронекера.

К системе (17) необходимо присоединить условие однозначности смеще-,

ний (7), которое для равномерно нагретой пластинки имеет вид

N

A!J) + т; L kCkAV) = О и = 1, 2). ОН)..
k=1

Напряжения на площадках, нормальных к контуру отверстия [, вы-,

числяются по формуле

Ое = 2 ~ (1 + fL~) Re [<р; (t j ) ] + 2г (l + I-t~) Re Ф~ (tз). (22)о
. 1=1 . .
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В качестве числового примера рассмотрим равномерно нагретую орто

тропную пластинку с квадратным отверстием, внешний контур которого

жестко закреплен и теплоизолирован [2J. В этом случае 11/ = i~i (j = 1, 2, 3),
N = 3, С1 = С2 = О, Сз = сз , R = R. При положительном Са вершины
квадрата лежат на осях х и у, а при отрицательном Са стороны квадрата па

раллельны осям координат. Коэффициенты A~ - величины действитель
ные, причем с нечетными индексами п равны нулю. Формула для напряже

ний (22) в этом случае принимает вид
z 00

ав = 2}: :Е (1- ~J)A~cosk8+ г(1-~~)To' (23)
;=1 k=O

у У

х

J

2

б -,
5 '\ / \

-, / \/j" / \.
", / "

"'-/
........ ....л....

7

68
8

о <Jr/б gr/J '1(/2 е

Вычисления проводились для пластинки, изготовленной из стеклотексто

лита КАСТ-В, с такими упругими и теплофизическими характеристиками:

е, _ 1 45 Е1 - 6 a.z О 8 К22 О 6-Е - , , -о - , "1 = 0,17, - = "-к =,. (24)
2 ~ 11

Решалась укороченная система уравнений (17) порядка 50 х 50 (схо

димость разложения '(16) медленная, что следует из выражения (23), которое
является параметрическим уравнением эпюры ов).

На рисунке приведены графики распределения напряжений а() (в долях

Е1а1То) вдоль контура квадратного отверстия с закругленными углами (кри

вая 1 - Сз = 1/9' кривая 2 - СЗ = -1/9)' Полученные результаты совпа

дают с результатами аналогичной задачи, решенной в работе [1] методом,

изложенным в статье [3].
Для ортотропного материала, достаточно близкого к изотропному (~l =

= 1,003363, ~2 = 0,996648, Е2/Е1 = 0,9998), вычислялись напряжения

оо (в долях ЕатТо) по формулам (17), (23) и по формуле для изотропного ма
териала

2ЕатТо 1 - 9C~
~= ~~

1 - v 1 + 9C~ - 6Са cos 48

Штриховые кривые на рисунке соответствуют случаю изотропного мате

риала.

Полученные численные значения напряжений О() по формулам (23) и (25)
практически полностью совпадают с точностью четырех значащих цифр.

1. Кибальникова С. И. Определение температурных напряжений в равномерно нагретой ани

зотропной пластинке с криволннейным отверстием.- Вестн. Льв . ордена Ленина поли

техн. ин-та. Математика и механика, 1977, Ng 119, с. 64-68 (укр. яз.).
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РЕШЕНИЕ КРАЕВОЯ ЗАДАЧИ

О КРУЧЕНИИ АНИЗОТРОПНОГО СТЕРЖНЯ

Задача о кручении неоднородного ортотропного стержня с сечением в виде

кольцевого сектора, когда модули сдвига G1 (г) и G2 (г) пропорциональны

некоторой степени г, решена С. Г. Лехницким [3]. в настоящей работе с ис

пользованием групповых свойств дифференциальных уравнений найдены

новые зависимости между модулями сдвига G1 (г) и G2 (г), при которых эта

задача также решается в явном виде.

Если в рассмотренном классе линейных дифференциальных уравнений

в частных производных второго порядка, инвариантных относительно груп

пы преобразований с эллиптической траекторией [1]

(
т2<ря ) д

2
и 2т д

2
и ( т2qJя mqJl) д2и

-:2- + mЧJl дг" - -,- ЧJ2 д,дер +~ - ~ дер2 +

(
m"qJз т<р! ) ди ( 2т<Р2 <Р4 ) ди+~ - -г- + ЧJь дГ+ -г-2- - г2 дер + ЧJви = ЧJ7'

выбрать

Ч'l (г) = +(~I - ~2)' ЧJ2 (г) = ЧJ4 (г) = ЧJв (г) = О, ЧJ7 (г) = - 2"
(2)

" ] го; 1 а
СРз (,) = ~ + 02 ' (РЬ (г) = ~ - GГ - ---а; , т = Ь = 1,

то получим уравнение для определения функuии напряжений неоднород

ного ортотропного стержня [3]:
, д2и (1 го;) ди . 1 д2и

G -----a,:z + G - -02 дГ+го ----а82 = - 2"
1 I I 2

где С, = G8z, G2 = G,z - непрерывные функции переменной г.

Зада ча о кручении ортотропного неоднородного стержня с' сечением

в виде кольцевого сектора К заключается в определении функции и (г, е),

удовлетворяющей уравнению (3) в К и следующим граничным условиям:

и \,=,. = tl (е), и \'o ~'~Г' = 'ЧJl (г),
0~8~a 8=0

и 1,=" = t2 (е), и I,O~'~" = 'ЧJ2 (г).
0 ~8 ~a 8=а

Если в уравнении (3) ввести замену

и(т, e)=v(" е)+ио(г),,
где ио (г)=-JpG] (p)dp - частное решение уравнения (3), то решение

"краевой задачи (3), (4) можно свести к решению аналогичной задачи для
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