
деляемой формулами (14), (15), если в этих формулах заменить Ю1 на -ik1 ,

Ю2 на -ik2 , и потенциал двойного слоя второго рода с матрицей, приведенной

в работе [3] и названной сингулярным решением динамической задачи уста

новившихся колебаний.

для решения динамических задач установившихся колебаний для бес

конечного тела с трещиной, размещенной по произвольной поверхности, дос

таточно пользоваться лишь потенциалом двойного слоя первого рода, когда

заданные на поверхностях трещины внешние усилия самоуравновешенные.

В случае несамоуравновешенных внешних усилий решение необходимо ис

кать в виде суммы потенциала двойного слоя первого рода и потенциала

простого слоя.
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Пусть к поверхности г = 6 свободно опертой круглой пластины радиуса R
с покрытием толщины е внезапно подводится тепловой поток q. Поверхности
пластины г = -о, r = R предполагаются теплоизолированными (рис. 1).

Физико-механические характеристики z
такой системы представим через асиммет

ричную единичную функцию в виде

р (г) = Р2 + (Рl - Р2) S_ (г - 61)' (1)

где Р2 и Рl - соответственно характеристики ~

пластины и покрытия; 01 = О - е; S_ (s) =
= {l, S>O,

о, S<O.
При указанных условиях нестационар

ное температурное поле определяется из уравнения теплопроводности

д [ д! ] atдZ л (г) дZ = Cv (г) a:t ' (2)

где л - коэффициент теплопроводности; Cv - объемная теплоемкость; Т 

время.

Краевые условия примем в виде

д! I q Jt I
-а-, = т- S+ (т), -д- = О, t ["(=0 = О,

г =6 "'1 z z=-6

где S+ (Т) = J 1, т> О,
,О, T~O.
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. Подставляя выражение (1) iз уравнение (2) и применяя затем к получен
ному уравнению и граничным условиям (3) преобразование Лапласа по пере

менной ч, для нахождения изображения получаем уравнение

azi [ 5 ( 5 S ) S ~ ] - -1 r.Гt I ~
dz2 - - + - - - - (г - U1) t = (1 - Кл ) -d 6_ (г - Ul) (4)

а2 а\ а2 г z=б,

при условиях

(5)

пластины (i =

dtI - .з.: diI - о
dz z=б - A.\s ' dz z=-б - ,

где а, - 'коэффициенты температуропроводности покрытия и

"'2 ~ з;= 1, 2); Кл = т-; U_ (s) = - (6),
\ .

Поступая, ' как и в работе 111, решение уравнения (4) при условиях (5)
получаем в виде

I ~ v', [сь V ~ (б + з) S+ (б, - а) -~, (5. z)S_(z- б,)]. (6)
л 5 -,1, (s)

\ й\ 'у

где

'" (5) = sh V ~ в chV s (6 + 61) + КВ ch V' в sh V s (6 + 61);
а. й2 а. а2

(j)1 (s. г) = Кв shV s (61 - г) sh V < (6 + 61)-
йl й2

- спV .; (6)- z)ch V ' (6 + 61); S+(6) = 1- S-(6).
й\ Йz

Переходя в выражении (6) по формуле обращения к оригиналу, решения

задачи теплопроводности находим в виде

t (2, {) = q*{[[1 (и, 2) + 2 f cos /l; (1 + Z) e~111fJ з, (d1 - 2) +
. : i=I /li6. (/l;)

+ [[2 (и. 2) + 2 f 6., 2(/l/· Z) e-ll~fJ з: (2 ....:... d1)} • (7)
;=1 1J.;6. (/l.)

где

11
Ц--'

--: 6'

f - й2'. d)-- 62 ,

1

6.1 (l1i' z) = Кв sin ""1 (2 - и) sin ""iK: (d1- 2) +

) I

Д (l1i) = Н1 cos I-' i (2 - и) соз 11/ Ka~ и - Н2 sin ""i (2 - и) sin ""iK} и,

I 1

Ii] = КаИ + КвКа2 (2 - и); Н2 = КеКаи+ К! (2 - и);

,
-1- cos ""i (2 - и) cos""iK} (d1 - 2); [1 (и. 2) = [11 + [12 + [3;

1

l + [ + [ 2 - г: . [ {К- 2[-1 l [[-2= 11 22 з; - 6' 11 = - а о; .3 = 31 О ;

[2 (и. 2) =

[о = 2Кв +
I I 3

+ и (К} - Кв); [22 = 121101; [21 = +[- К; (2 - и)2 - К; (1- и _2)2 +

+ 2КвКа (1 - и -2) (2 - и)] к;', I З1 = +Iц:IКа + 3и (2 - и)2 +
I I

+ 3КеКУц2 (2 - и) + КBK~ "2 (2 -- ц)"];

I

[12 = - +(1 + 2)2 К:- 2[(j1 ;
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11; - корни трансцендентного уравнения
1

Кв tgf.t(2-u) + tgf.tKa
2
и = О.

Поступая аналогично работе [3], после осреднения уравнений движе

ния и соотношений Дюгамеля - Неймана по толщине пластинки для опре

деления прогиба W получаем следующее уравнение:
2 ..

LlLlW + x.W= О (8)

Краевые условия примем в виде

дW
W = о, дГ = о при f = О, (9)

W О д2\17 +~ дl17 + т' =0 1 (10). = 'дp~ р др t при r = .

Здесь

L _ п о:'. D _ 2 J: + ). - Г. - в' W _ ЛIW •
Х. - ~~ '" " * - P 2U (Рl - Р2 В , Р - -R ' '1* - '12 2' - (1) ,

. a t q (1 + V2) R2

о, = 1']2з63 {[1 + (1 - и)3] + «;' [1 - (1 - и)3О; Ll =..!.--дд (Р -дд ); к; =~.
р р р '1]1 '

В - m2 • • + + кгк:' 1 - "~ - К '12. К Е2
2--

m 1'
т1=тОl "Е ---2 mОI; ,,'=-, Е=-Е';

1-'1, '11 1

т2 = т({; + К'Е 1 mOi; т~ = 1 + (1 - и)3; т; = k1 [k2+ 2~ ~2 (f.tiJ е":"117'J.
i=l f.tiLl(f.tl> '

k1 = ~2; k2 ~ k21 + k22 + k2З + k24 ; k21 = kоkз; ko = К'Е 1
: -~2 - Ка;

- 1

k5 = 4КвКаи
2 (2 - и) (и - 3)-

(11 )

(12)

1<23 = k01k4 ; k01 = ko+ Ка; k4 = 24~a[o
I 3

- 6К1- (2 - u)2 [1 - (1- и)2] - Ка2 иЗ (4 - и);
Ка (2:- и)3 (2 - 3и)

k 24 = --'-'-----==---
24 У Ка [о

62 (~ti) =Ка [соз f.ti (2 - и) - 1 + f.ti (1 - и) siщti (2 - и)] +
1 1

+ k0 1 (К;;! cos f.ti (2 - и) [соз f.tiK'; и - 1] - КВ sin f.ti (2 - и) [к;;1 sin f.tiK'; и
I

- K~2~i (2 - u) ]} ; 'l'Ji=Yi(l+ r:); Yi= Лi~i~~;
').i' f..Ii - коэффициенты Ляме: '1; - коэффициент Пуассона; a~O - КОэффи
циент температурного расширения.

Представляя прогиб. как и в работе [2], в виде суммы квазистатической

составляющей WS1 и динамической составляющей Wd , где W5t и Wd удовлет

воряют соответствующим уравнениям при аналогичных краевых условиях,

получаем их выражения в следующем виде:

W ' 2k {k ~ 'l]m (р) + 2 ~ 'l]m (р) ~ д2 (11;) e-I'itl
51 1 2 LJ 2 .LJ 2 .LJ 4 J '

m=! amDm m=l amDm i= l l1i.1 (l1iJ
-112,

~m sin ~m! + 117 (cos ~m! - е 1)

f.t1+ ~~

• ~ 11m (р) sin ~m! }
- k21 LJ ? Rm '

m=1 amDm t'

7Т



где

]
в = , r- ;r у.

D
_ 11263 .

2 - 3 '

J

Рис. 3

о ~-I----l__~__-';-__~

-0.8

ьr = 2 [1 ++ос: - 1)и] m"2]; к; = ~:; п; = аm [/0 (аm) J1 (аm) 

- Jo (аm) 1} (аm) ] - (1 + v*) Jo (аm) 10 (Ct,r);

Ctm - корни трансиендентного урав- lr.
нения ~

J1(a) +!..lJ:!L=~.
Jo (а) 10 (а) l-v*

На рис. 2 приведены графики из

менения отношения полного прогиба

в центре пластины W 'р=о к квазисгатическому прогибу WsI Iр=О в зависимости

от безразмерного времени при различных значениях параметра В.

Численный расчет проведен для стальной пластины с медным покрытием

при отношении толщины покрытия В К полутолщине пластины б, равном

0,1. Как и в случае однородной пластины, динамический прогиб колеблется

относительно статического, но при В -+- О это отношение отлично от нулево

го, т. е. не полностью предотвращается влияние сил инерции за счет раз

личия физико-механических характеристик пластины и покрытия. При

В = I амплитуда отношения уменьшается по сравнению с однородной плас

тиной в 1,33 раза. При В-+-ОО влияние сил инерции исчезает и W = Wst .

На рис. 3 показано изменение отношения (:) в зависимости от
sl р=о

параметра В при t = 1. Штриховой линией показано соответствующее ОНЮ

шение в случае однородной пластины. Как видно из графика, при В -+- О
зто отношение в сравнении с однородной пластиной уменьшается и при

и = 0,5 оно меняет знак. При В-+-ОО отношение стремится к квависгати

ческому.
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