
дится К решению уравнения

00 00 I

1 (' (' (' Ш1 (~, 1']: -r) ехр {_ (у - 1'])2 + (х - ~)2 } dTd6d11 = " (25)
16лУлс J J J (t--r)/' 4c(t--r)

_00 о с

которое получено из системы уравнений (18) при N = 1. ft = fI = {.
Если f (х, У. t) = f = const, то после интегрирования в (25) по 11 приходим

К уравнению, имеющему место для плоского случая.

Располагая плотностями тепловых потенциалов простого и двойного

слоев. легко определить напряженное состояние тел с трещинами. С этой

целью определяем сначала компоненты напряжений в сплошном теле, обус

ловленных одним источником или диполем тепла, которые расположены

на линии Е, или поверхности SI' Умножая полученные выражения для на

пряжений на соответствующиеплотности тепловых источников или диполей

и интегрируя по контурам LI или поверхностям S{. находим напряженное

состояние сплошного тела, обусловленное заданной температурой или теп

ловым потоком. Затем решаем силовую задачу для тела с разрезами, берега

которых не контактируют в процессе деформации и нагружены усилиями.

равными по величине и противоположными по знаку нормальным аnn И каса

тельным Usn напряжениям, имеющим место на контурах Е, (поверхностях Sд

в сплошном теле. Последняя задача решается известными методами [2-4].
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Пусть бесконечное тело, ослабленное п.10СКОЙ трещиной. находится под'

действием изменяющихся во времени внешних нагрузок, заданных на ·

противоположных S± поверхностях трещины. Известно, чте ь случае
статической задачи задача об определении напряжений в теле с трещиной

сводится к решению системы трех двумерных интегро-дифференциальных

уравнений, из которых определяются функции, характеризующие скачок
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смещений точек противоположных поверхностей трещины . Требуется свести
динамическую задачу теории упругости для бесконечного тела с трещиной

к интегральным уравнениям.

Отметим, что известные в литературе результаты [4, 5] показывают, что

даже в случае двумерных (плоских и осесимметричных) динамических задач

для сведения исходных задач к интегральным уравнениям необходимо

преодолеть значительные математические трудности. Причиной этого яв

ляется существование двух типов волн (продольных и поперечных), которые

при наличии в теле трещины взаимно отражаются, и ПОЭТО~1У системе гра

ничных условий задачи нельзя удовлетворить, введя отраженную волну

какого-либо одного типа.

для решения задачи выберем декартову систему координат ОХ1Х2Хз
с началом в произвольной точке области трещины S таким образом, что

плоскость Х1ОХ2 совпадает с плоскостью расположения трещины.

Считаем, что противоположным поверхностям s± трещины соответст
вуют значения ХЗ = +0.

Известно, что решениединамическойзадачи теории упругости представ

ляется через четыре волновых функции по формуле [1]

-. -
и = grad ер + rot 'Ф,

где U(и1 , И 2 ' из) - вектор перемещений; ер и
удовлетворяющие уравнениям

1 a2qJ • 1 a2'IjJ j
d12Зер = 2"""----ai'Г' d1 2з'Фj = -2------aiГ

cf С2

(1)

-
'Ф ('Ф1' "'2' 'Фз) - функции,

(j = 1, 2, 3). (2)

aqJ a'IjJ,'
е. ер = 'Ф j = ----аг = -----аг = о

трещины внешние усилия

(3)

(j = 1, 2),

Здесь d12З - трехмерный оператор Лапласа; С) и С2 - скорости распростра

нения соответственно продольных и поперечных волн; t - время. Отметим,

2 I - 2v 2
что между C1 и С2 существует зависимость С2 = 2 (1 _ v) с\, где v - коэф-

фициент Пуассона.

Считаем начальные условия нулевыми, т.

при t = О, а заданные на поверхностях

самоуравновешенными.

Применим к уравнениям (1), (2) интегральное преобразование Лапласа

по переменной t и решим задачу в изображениях. Поэтому формулы (1), (2)
преобразуем к виду

Й* = grad ер* + rot ~*, d12Зер* = roiep*,

• 2 · Р 2 3
d\2з'Фj = ro2'Фj, roj = - (j = 1, , ),

Cj

где звездочка означает, что рассматриваются изображения по Лапласу от

соответствующих функций: р - параметр преобразования, причем считаем,

что Re р > О.

Компоненты напряжений в плоскости трещины определяются через

функции ep~ и 'Ф; по формулам

* д2 * a2, 1, *азз a2qJ* 'Ф2 'У( V

20 = дх2 + дх1дхз - дх2дхз + 1- 2v d\ 2Зер*,
З

а;з _ a2qJ* (_1)/ (a2'IjJ; _ f
20 - дХjдхз - --2- дх]

где G - модуль сдвига.

Если на поверхностях трещины заданы только нормальные усилия, то

о;з = о;з = о в плоскости расположения трещины, а и; = о ЛИШЬ в области
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(4)

S*. дополняющей S до полной плоскости. Когда на поверхностях трещины

заданы касательные усилия, то в плоскости расположения трещины 0-;з = О,

а в области S* равны нулю перемещения и~ и и;. Для удовлетворения этим
условиям положим

д<ро. дф;о (' 1 2 3)
<р* = ф + дхз ' 'Ф i = '1'; + ----ах J = . , ·

где Ф, '1';, <ро и 'Ф;о - функции, удовлетворяющие соответствующим урав

нениям (3).
Решение (3) с учетом (4) содержит восемь произвольных функций, однако

определить их надо таким образом, чтобы удовлетворялись граничные усло

вия задачи. С этой целью определим функции 'Ф30 и '1'3 следующим образом:

дфдso = ддф1О + ачд )20 , Ч"3 = О. (5)
хз Хl Х2

Тогда с учетом формул (3) - (5) выражения для перемещений и напряже

ний o-~ преобразуем к виду

дЧ' дФ д2 ( a2
, 1, a2,1, a2, 1, )

и; = (- 1)'~ + _ + __qJ_O_ + (_ 1); 'I'(З-f)O _ 'I'(З-110 __'1'_'_0
дх; дх, дx;дx~ д~ д~_; дХ1дХ2

(j = 1. 2).

и; - дЧ'2 _ дЧ'1 +~+ a2
qJo + _д_ (дф20 _ дфl0) (6)

- дХI дХ2 дхз axj дхз дХ1 дХ2'

•
~~ = дд2~ + 1 "2'\1 ~l2Зф + дд

2

2 (:20 _ :10) +
ХЗ хз 1 2

+ д (д
2<ро + '\1 ~ + дЧ'2 дЧ'1 )

дхз axj 1 - 2'\1 12З<ро ~ - ---ах;- ,

а;'З = .я:[~+ (- 1)1 (д2Ф(З_110 _ д2-ф(з-110 _ д2Ф(З~110) +
20 дx~ дх; 2 дx~ д~ д~_;

+ дЗ<ро 2 + ( 21)1 [д2~_1 + (- 1);-дд (ддЧ'2 _ дд'!'l )] (j = 1, 2).
дх;дхз д З х/ Х1 Х2

ИЗ формул (6) видно, что когда на поверхностях трещины заданы только

нормальные внешние усилия, можно положить Ч"l = '1'2 = <ро = О, а ос

тальные функции определить таким образом, чтобы выполнялись условия

_д_(ф + дф20 _ дфlО )' = О, (X 1, xJ Е S*,
дХа дХ1 дХ2 х =0

_д_ [дФ + (- 1)1 (д2ф(З~f)0 _ д
2

Ф(З_110 _ д2Ф(З_I1О )] = О, (x
1

, Х2) Е
дхз дх/ 2 дхз дХ; axj_i х,=О

ES U S*, (j = 1, 2). (7)

Когда на поверхностях трещины заданы касательные усилия, то гра

ничные условия в областях S U S* и S'" будут выполняться, если положить

Ф = 'ФIО = 'Ф20 = О. а функции '1'/ и <ро определить таким образом, чтобы

выполнялись условия

-/- [~<PO + (- l);'I'з_,] = О, (X1, Х2) Е S* (j = 1, 2),
ХЗ ХI Х,=О (8)

д~ [~~O + J '\1 2'\1 ~12З<Ро + ~:2 - дд~l] = О, (X1, Х2) Е S U S*.
з хз 1 2 х.=О

Граничные условия (7) и (8) в областях S* будут удовлетворяться тож

дественно, если функции '1'" Ф, !Ро и 'ФjO, являющиеся решением соответст-
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вующих уравнени й (3) , выбрать в виде потенциалов

_SS аз (; ) e-IIJIIX-~ \ ·. _ (' (' азо (;) гllJ,!Х-sl ·S
Ф - Iх - ; I d"S, 'Ро - JJ Iх _ ~ I ds ,

s s

Щ . - (' (' (Ч (~) гllJ, IХ-~1 d S .1, - ('SЩО (~) e-IIJ, lх-; 1 d S (J' = 1, 2), (9)
т , - jj I x- ~I ~ , 't/O - j I х-;1 ;.

s s
где СХ/ ( ~) и (f.iO ( ~) - произвольные плотности потенциалов; х - точка

тела с координатами (х1 , Х2, Х3) ; ~ - точка поверхности трещины с коорди

натами (~1 ' ~2' О) В системе координат Ох1х2хз ·
При таком выборе функций Ф, Ч';. 'Ро и 'Ф;О условия излучени я на беско

нечности [3] выполняются тождествен но. Однако граничные условия задачи

в области S U S* (р авенство нулю в плоскости расположения трещины на

пряжений (1зз или (113 И (123) не выполняются. Они будут выполняться лишь

в том случае, когда плотности потенциалов (9) удовлетворяют системе диф

ференциальных уравнений

(
oo~ ) 1: (да. да; )

~12 - -2- (f.jO (х1 , Х2) = U;3 ax
t
- - aX

t
-

- (_1)/ (l-б;з)~ (j = 1, 2, 3), (10)
дхз_;

где ~12 ,...--двумерныЙ оператор Лапласа.

Можно пока эатъ, что система уравнений (10) будет выполняться тож

дественно, если определить (f. i O и а/ через произвольные функции ~j по форму

лам

(j = 1, 2),

(j = 1, 2).

Функции ~/ ха рактеризуют скачок смещений точек противоположных

поверхностей трещины, поэтому должны равняться нулю на ее контуре.

Если обозначить

(11)

то выражения для перемещений и напряжени й, удовлетворяющих граничным

условиям в областях S* и S U S*, представим через потенциалы Е, и Р/

в виде

и' = дFз + (-1)/ дРЗ_j + 2 дРз _ ~_д_ [~ (F _ Р) + aW]
J дх, дх дх, 2 дх, 12 3 3 дх

J з I 002 I з

(j = 1, 2),

u'=~:L+ дР! _ aPt __2__' _д _ [~ (F _Р)+ aw ]
3 дх дх дх 2 дх 12 3 3 дх '

а 2 J . 002 3 а

. [ 4 ( 2) ]0зз 2 2 002 OO~ aw
2G = -г ~12 (~12 - си2) (Fз - Р3) + - 4- Fз + ~12 - -2- -д- ,

~ . ~

. { [( 2)2Оjз 2 / 002 2
20 = oo~ (- 1) ~a - -г P3-j - ~12 (~ 12 - CJ)l) Fз_/ -
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-(А _ OO~) д2 (Рз - Рз) } (j=I,2), (12)
12 2 дХjдхз

()'~2 2 { 2 дЗ(Fs-Рз) oo~ [~__д_ (~_'дP2 )] _
2G = oo~ - (А 1 2 - <t)2) дХlдХ2 -:г- дх1 дхз дхз дх , , дхз _

a
з

W }
- дХl дХ2дхз '

(j *, 2 {( oo~ ) ('.'00; дЗ ) 2 д2Рз
2~ = - 2 - А12 - -2- 1 _ 2v +-д2 F3 + (А 12 - <t)2) д'Г+

002 х/ х, '

+ д;з [(- 1)/ 00; д~~~i - 1~~v ( ::.2- ::: )- д;:; ]} (j = 1. 2),

где функция W определяется через Р; и Р, соотношением

w- д(FЗ - Р2) _ a (F1 - Р1 )
- дх , дх2 '

На простых примерах ,легко убедиться в том, что перемещения в теле

с трещиной будут непрерывными, если функции Р; представить в виде

~! = VL (Х1, Х2) f3~ (Х1, Х2),
' где ,. (Х1, Х2) - функция , характеризующая уравнение контура

о
трещины.

т. е. L (Х1, Х2) = О, когда Xt И Х2 принадлежат контуру трещины; Р; (X1, Х2) 
произвольные ограниченные функции.

Располагая формулами (12), из условия, что напряжения (JjЗ (j = 1, 2, 3)
на поверхностях трещины равняются заданным, получаем интегральные

'уравнения для определения f3j . Эти уравнения после несложных

'преобразований представим в виде

L\ 2 5S ~з (~) [e-6J,IX- ; \ - e-6J,IX- ; I] oo~ SS ВЗ (~) e-6J,lx-;1
, 12 (А12 - <t)2) I х _ ~ I d~S + -4- Iх _ ~ I d~S =

s s
oo~N;

=-~

2 SS ВЗ_; (~) [е-6J , \ х-;\ - г6J,\х-;1 1
А12 (А12 - <t)2) I х _ ~ I d;S -

s

_ oo~ SS В3_ ; (s) Г
6J,lх-

;! d.S _ (А . _ 3oo~ ) .:«:S\ [А. 1: .г:
4 s I х - ~ I ~ 1. 4 дхз_; sJ 1-'2 (-=) д~ +
, д] e-6J,lx-;1 - е-6J,!х-;! oog 55 [ (1 j)2,,+ Р1 (s)~ I х - ; I d~S + -2- f3з-;@т=v аУ!. +

S I

. I д2 ) I + v дЗ ] e-<J),'X-;! (- 1)/ ОО~з-'
+2~ - '2(I-v) f3iШ дхдх 'x-~I d;5= 40 1 · (13)

3-; 1 2 "

(j = 1, 2), Х Е 5,

где н; - нормальные, н; и н; - касательные (N; направлены вдоль осей
OXj) внешние усилия в изображениях Лапласа. '

Если устремить <t)1 и <t)2 К нулю, то из формул (l3) получим интегральные
уравнения, совпадающие о известными в литературе ДЛЯ статической зада

чи [2].

5*



Выражения (12) могут быть использованы для построения динамического

потенциала теории упругости, с применением которого можно свести дина

мическую задачу теории упругости для бесконечного тела с трещиной, раз

мещенной по произвольной поверхности, к интегральным уравнениям.

Если обозначить через 5 произвольную поверхность, на которой задан
-+ -+

скачок смещений ~ противоположных ее точек, а через U - вектор переме-

щений, обусловленный этим скачком, то, опуская все промежуточные выклад

ки, выражение динамического потенциала теории упругости двойного слоя

первого рода представляем в виде

й (х) = П Г~p (х, S) ~ (s) d~5,
s

(14)

где й (и1 , и2 , из) и ~ (~1' ~2' ~з) - трехкомпонентные векторы; Г~p (х, S)
квадратная матрица размерности 3 х 3 с элемента~rn

1 ( д д ) e-CI),lх-t;1 " д e-CI),lх-~1

f 2pi j (x, G) = - fщ ant - ni'S дч Ix- sl -~Чi~ ах;- \x-s: +
2 дЗ e-CI),lх-'S1 _ e-CI),lх-;1+ -2 + 5 и, i = 1, 2, З). (15)

(J) дх/дх·дn I х - I
2 I 6

Здесь (х1 , х2 , хз) - декартовы координаты точки х, выбранной в произволь

ной точке тела; (Sl' ~2 ' ~3) - координаты произвольной точки поверхности

5 в этой же системе координат; 1']i~ (j = 1, 2, 3) - направ.пяющие косинусы

нормали к поверхности 5+ в точке{; д+ - производная по нормали к по-
дn!;

верхности 5+ в точке S. Индекс + означает, что рассматривается нормаль

к поверхности 5+, где 5+ и 5- - противоположные поверхности разреза,
проведенного по поверхности 5 .

Потенциал (14) обладает свойствами гармонического потенциала двой

ного слоя и определяет перемещения в теле, обусловленные скачком смеще

ний противоположных точек, заданных на произвольной поверхности 5
(замкнутой или разомкнутой). Обусловленные потенциалом (14) усилия на

противоположных сторонах поверхности 5 являются самоуравновешенными.

Поэтому его можно использовать для сведения динамической задачи теории

упругости для бесконечного тела с трещиной, размещенной по произвольной

поверхности 5, к интегральным уравнениям.

Легко убедиться в том, что при 0)1 = 0)2 = О потенциал (14) совпадает

с статическим потенциалом теории упругости двойного слоя первого рода [6].
Отметим, что сказанное выше имеет место, когда рассматривается случай

установившихся колебаний, т. е. когда заданные внешние усилия представ

ляются в виде N j = Nj (х) е-/И , где k - частота колебаний. Учитывая
формулы (2), (3), убеждаемся в том, что задача об определении амплитуды

компонент перемещений и напряжений сводится к интегральным уравне-

ниям (13), если в последних заменить 0)1 на -ik1, 0)2 на -ik2 , где k1 =~,
С1

k
k2 = - .

. С2

Заменяя 0)1 на -ik1 , 0)2 на -ik2 в выражении (15), из (14) получаем по-

тенциал двойного слоя первого рода установившихся колебаний. Анализи

руя матрицу этого потенциала, замечаем, что она является матрицей, сопря

женной к матрице, приведенной в работе [3], названной сингулярным реше

нием задачи теории упругости установившихся колебаний. Поэтому в теории

динамических задач установившихся колебаний, как и в статических зада

чах, можно рассматривать три потенциала, которые обладают различными

свойствами. Это потенциал простого слоя, матрицей которого является мат

рица Купрадзе, потенциал двойного слоя первого рода с матрицей, опре-
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деляемой формулами (14), (15), если в этих формулах заменить Ю1 на -ik1 ,

Ю2 на -ik2 , и потенциал двойного слоя второго рода с матрицей, приведенной

в работе [3] и названной сингулярным решением динамической задачи уста

новившихся колебаний.

для решения динамических задач установившихся колебаний для бес

конечного тела с трещиной, размещенной по произвольной поверхности, дос

таточно пользоваться лишь потенциалом двойного слоя первого рода, когда

заданные на поверхностях трещины внешние усилия самоуравновешенные.

В случае несамоуравновешенных внешних усилий решение необходимо ис

кать в виде суммы потенциала двойного слоя первого рода и потенциала

простого слоя.
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Пусть к поверхности г = 6 свободно опертой круглой пластины радиуса R
с покрытием толщины е внезапно подводится тепловой поток q. Поверхности
пластины г = -о, r = R предполагаются теплоизолированными (рис. 1).

Физико-механические характеристики z
такой системы представим через асиммет

ричную единичную функцию в виде

р (г) = Р2 + (Рl - Р2) S_ (г - 61)' (1)

где Р2 и Рl - соответственно характеристики ~

пластины и покрытия; 01 = О - е; S_ (s) =
= {l, S>O,

о, S<O.
При указанных условиях нестационар

ное температурное поле определяется из уравнения теплопроводности

д [ д! ] atдZ л (г) дZ = Cv (г) a:t ' (2)

где л - коэффициент теплопроводности; Cv - объемная теплоемкость; Т 

время.

Краевые условия примем в виде

д! I q Jt I
-а-, = т- S+ (т), -д- = О, t ["(=0 = О,

г =6 "'1 z z=-6

где S+ (Т) = J 1, т> О,
,О, T~O.
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