
так, что с каждым из этих множеств характеристических корней существует

левый делитель гл - В, л-матрицы М (л). Тогда в силу леммы 4 каждая

матрица

h1 (л,J '" hn-I (л,,)

Н,= . i = 1, ... , т,

h1 (л/ ) ' .. hn_ 1 (л/ )
п n

неособенная. Далее, на основании леммы 3 из матриц H1• • • • • Нm можно

образовать k > т/' неособенных матриц n-го порядка (некоторые матрицы

могут и совпадать) и каждой из этих матриц соответствует множество из п

характеристических корней л-матрицы М (л), с которыми М (л) имеет левый

делитель гл - В/. Поскольку делитель гл - В/ матрицы М (л) своими ха

рактеристическими корнями определяется однозначно [2], то получаем. что

М (л) имеет k > mn левых делителей. Если М (л) диагональная. то нетрудно

показать, что k = тз .
С другой стороны, в работе [4] показано существование л-матриц, обла

дающих свойством абсолютной выделяемости линейных множителей . В этом

случае М (л) имеет максимальное число k = (":tn) линейных делителей.
Таким образом, учитывая. что если IЛ - В - левый делитель М (л). то

Х = в есть решение уравнения (3), получаем условие (4) для числа решений

матричного уравнения (3). Рассматривая правые делители М (л), получаем

аналогичный результат для матричного уравнения (1).
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Рассмотрим задачу нестационарной теплопроводности для пластины с тепло
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щинами. на которыхзаданы температура, тепловые потоки или условия теп

лопроницаемости.
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1. Пусть в тонкой несграниченной пластинке имеется N разрезов (тре

ЩИН), проведенных вдоль гладких кривых L i (i = 1, N). Предполагаем,

что между пластинкой и окружающей средой происходит симметричный от

носительно срединной плоскости теплообмен по закону Ньютона. Задача

об определении нестационарного плоского температурного поля Т (х, у , t)
в такой пластинке сведется к решению уравнения теплопроводности

д2Т д2Т 1 дТ
дх2 + ду2 -х2Т-сдГ=-х2Тс (1)

при определенных начальных и граничных условиях на линиях L i • В урав

нении (1) обозначено: х2 = а/8л; а - коэффициент теплообмена; л - коэф

фициент теплопроводности; 28 - толщина пластинки; с - температуропро

водность тела; t - время; Те - температура окружающей среды .

Общее решение уравнения (1) выберем в виде

Т(х. у. t) = Т*(х, у, t) + То(х, у, t), (2)

(3)
дТ; (х, у, t) hi +

---=--0"--- - ----;;- (Т. - Т-;) = gt (8о. t) .
дn/ 11.

дТ-; (х. у, ()

дn?дn?

дТ+ (х, у, ().

где То - решение уравнения (1) в пластинке без трещин, которое опреде

ляется известными методами [9i; Т* удовлетворяет начальному условию

Т* (х, у, О) = О и одному из граничных условий на i-M разрезе:

± ± дТ ± (х, у, () +
Т. (х, у, () = t/ (50' t), • д о = gi- (5o, t),

ч

Здесь

(х, у) Е L i ; fi± = T i± (5o, () - То (8о. t); gi± (8o, t) = +q/± (8о. ()-

дТn (5n, () . ( t) _ _ дТn (5n, () •
дn? gt 8o, - дn?'

hi - теплопроницаемость i-й трещины; 5, 50 - координаты точек М и Мо
линии L i ; п., n~ - внутренняя нормаль к линии Е, В этих точках.

Решение однородного уравнения (1), которое удовлетвор яет начальному

условию, граничным условиям (3) и исчезает на бесконечности, представим

в виде

Т* (х, у, t) = Ф (х, у, t) + '1'(х, у, t), (4)

(5)
ЧJ/ (5••)
(-. R(rJ. t-т)dтds;

где N t

Ф (х, у. () = 4
1
:n ~.\ .\

/=1 L
j
О

] N t 'Фj (5. 1:)
Ч'(х, у, ()= 8лс ~ ~ ~ (t-.)2 R(rj. t- ~)ГjСОS(Гj, nj)d.ds; (6)

,=1 L/ О

R (г /. t - Т) = ехр [- '1 - х2с (t - Т)], г/- расстояние между точкой
4c(t-.)

М Е L j (8j) и произвольной точкой рассматриваемого тела.

Функции Ф и чr являются решениями уравнения теплопроводности для

пластинки с теплообменом при действии расположенных на линиях L j

тепловых источников и диполей с плотнастями <Р! И 'Фj соответственно. Эти

функции являются аналогами тепловых потенциалов . простого и двойного

слоев . для теплоизолированной пластинки (х = О) они переходят в обычные

тепловые потенциалы,
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(7)

(8)

(9)

(11)

Аналогично работам [7, 8] можно показать, что предельные значения
функций Ф, 'р' и их нормальных производных имеют вид

N 1
1 r r ЧJj (5, т]

ф± (8o, ') = 4n l: J J t _ 't R (гn. t - Т) ахаэ,
1=1 L/O

N t
1 I ~ r r '111 (5, т)

'Р'± (80' t) = ± 2""" 'Р{ (8о. t) lj l / + 8nc ~ J J (! _ .)2 R (rlj, t - Т) Х
1_1 L .O,

Х п, sin a..ljd.ds,

дФ± (sn, [) I ( ') ~ +
д О = =F2""" ЧJj 8о. Щ!
ni

N '1 r r ЧJI (s, т) . О+ 8nc l: J J (! _ .)'~ R (rI/, t - Т) fij ып a lj dTd8,
1= 1 L /O

N 1,

дчr± (so, t) I ~Sr '111 (5, т) О
дn? = 8nc 1..J J ( t _,;)2 R (rI/, t - Т) fI/ cos a..//dTds-

1=1 L{ O

N 1 [? ]1 'ФI (s, т) 'i, О
- 4nc ~l~. J (/_.)2 4c(l-.) - 1 R(rI{. l-т)соs(аlj+а..I/)d.d5- (10)

I '" [! J/
bj

1 * * 1. 'Pi (s, '1:)
- 2""" Q ,Q = 4nc ~ 'i{ cos а..?;~ (t _ '()2 R (ГIj. l - Т) а/'

Здесь штрихом обозначено производную по координате; lj il - символ Кро

некера; а{, Ь! - дуговые координаты начала и конца контура L/. Подстав

ляя выражения (7) - (10) в граничные условия (3), для определения ЧJj(Sо,

t), 'Pi(so, ') получаем системы сингулярных интегральных уравнений

N t
1 ~ r r ЧJI (5, т) +
2л ~J J [-. R(ri /, l--r)dТd5=fl (5o, f)+!i(50 ' [)-

1=1 L; О .

N 1 +
I ~ ~ '! (5 , т) - fj (s, т) . О

- -4- ~ ( '" R (rI/, t - Т) fi j эгп a.. ..ахая,
лс ."-J 1 - 'tJ" '1

/= 1 LjO

'Р{ (5o, [) = tt (8o, [) - ft (80. [);

Q(8o, [) = gt (80' [) +~ (8о. [) +
1 N ~ r gt (s, т) - gi (s, т) . О+ 4nc ~ J (t _ ,)2 R (rI/. l - Т) Гц зш a;/iTds.

1=1 ,О

ЧJ[ (8o, [) = ~ (8о. t) - gt (8o, ');

+Q(5o, ') - ~ 'Pi (50. t) = я, (5o, t). ЧJ[ (5o, ') = О,

(12)

(13)

где
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N t.
1 r r '11/ (s, т)

Q(5o, t) = 4nc L J J (t _ .)2 R (ГI/' t - 1:') fi/ cos'a~{d-rd5 - Q* -
1=1 LjO

1 ~ rr '11, (s , т) [Г7' ] О
- 2nc ~ J J (! - .)2 4с (t _ ,) - 1 R (rI/. t - 1:') cos (ац + a j j ) d-rd5

J=l L,O



2. Рассмотрим бесконечное тело, содержащее N непересекающихся по

верхностных разрезов <)! (i = 1, N). Предполагаем. что поверхности Sl
являются поверхностями Ляпунова. В дальнейшем все обозначения примем

в основном такими, как в п. 1. При этом все величины следует рассматривать

как функции пространственных координат х, у, г, а вместо Е, подразумевать

области S/.
Аналогично плоской задаче, представляя общее температурное поле

в виде (2), приходим к определению функции Т* (х, у, г, '), исчезающей

на бесконечности, удовлетворяющей уравнению теплопроводности

д
2Т. + д

2Т. + д
2
Т. _ ~ дТ. = О (14)

дх2 ду2 дг2 С дl •

начальному условию Т* (х, у, г, О) = О и одному из граничных условий (3).
В общем случае функция Т* (х, у, г. t) и ее нормальная производная должны

быть разрывными при переходе из st на Si. Эти условия удовлетворяются
суммой тепловых потенциалов простого W (х, у, г, t) и двойного Q (х, у, г, t)
слоев. Поэтому запишем Т* (х, у, г, t) в виде

Т* (х, у, г, t) = W (х, у, г, t) + Q (х, у, г. t). (15)
причем

(16)

(19)

(20)

1 ~ j j' Wj (а, Т)
W(x, у. г, t) = . ,Г::-::', --зг R1 (rj. t-,;)d,;oo.

16л: r л:с.:...J (t - Т) •
1=1 5

!
О

N I

Q(x, у, г, t) = ~! ~ (' (' Wj(a,,;) R1 (r j , t-Т:)ГjСОS(Гj, щ)dт:du, (17)
32л:с r лс .t..J J J (t - Т) а

I=15
j

D

R1 (г" t - т) = ехр [ - 4с иГ~ Т) ] •

Учитывая представления (15), из граничных условий ДЛЯ определения

неизвестных плотносгей WJ (а(l' t) и Ш! (ао, t) получаем системы сингуляр

ных интегральных уравнений

N I

I ~ (' (' Wj (а, ~/) R1 (rij, t - т) dт:du = ft (ао• t) + fl (ао, ')-
8л: Ул:с .t..J J J (t - Т) •

1=1 5
!
О

N I +
1 ,,-. j j fJ (а, Т) - fj (а, Т)

--:о=- ), '/ R1 (Г{{, t - т) fij COS(rij, nJ)dт:du,
16л:сул:с....... (I-T)' (18)

1=15
jO

(01 (ао, t) = ft (ао, t) - fi (ао, ');

Ql (ао, t) = gt (ао, t) + g-;- (ао, t) +
N t +

, 1 ~ j j gJ (а, Т) - gj (а, Т)+ ' 1 а/ F2 (rij, t - т:) dTdu,
16л:с r лс (1 - Т) ,

j=1 S О
j .

Ш! (ао, t) = gi (ао, t) - gt (ао, t);

+Ql (ао, t) - ~ (О/ (ао• t) = е. (ао, t), Ш! (U(l, t) = О,

1 ~N j jl Wj (а, Т)
QI (ао, () = ,Г::-:: а/ F1 (Гl;. t - т) dт:du;

8л: r л:с . (t - Т) 2

1=1 5
!
О

a2R1('/;' t - Т) aR1 (Ги' t - Т)
F1 (r i j , t-T) = О F2 (r / ;, t-т:)= о

дn,дn, an'i

где
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Здесь при вычислении производных выражение дг;/дn? следует понимать

как предел дг/дn~ при устремлении произвольной точки пространства N
по нормали n? к точке м, принадлежащей 51 [10].

Решение систем сингулярных интегральных уравнений как в плоском,

так и в пространственном случаях можно получить, представляя неизвест

ные плотности в виде рядов по степеням некоторого параметра 8 (8 < 1):
00

Х; (so, [) = L: 8kx7(so, [), ХI = {!Vj, 'ФI' W;, OOI},
k=O

(21)

Иной способ решения таких систем заключается в сведении их с помощью

интегральных преобразований к другим системам сингулярных интеграль

ных уравнений, решения которых в простейших случаях можно найти асимп

тотическими методами [О.

3. При м еры. 1. Рассмотрим бесконечную пластинку с N трещина

ми, расположенными на одной прямой. Предполагаем, что между пластинкой

и окружающей средой осуществляется теплообмен по закону Ньютона, а на

берегах трещин заданы тепловые потоки, равные по величине и направлен

ные в противоположные стороны. Полагая в системе уравнений (12)
gt (х, [) = - gi (х, [) = g/ (х, [), находим 'Рl (х, t) = 2g1 (х, t),
'Ф1 (х, [) = О, х Е L/ .

В пространственном случае, если трещины расположены в одной плос

кости и на их поверхностях заданы тепловые потоки, направленные в про

тивоположные стороны, из формул (19) имеем

W I (х, у, t) = 2g; (х, у, п.. 001 (х, у, {) = О, (х, у) Е 51'

Таким образом, в рассматриваемых случаях температурное поле опре

деляется только через тепловые потенциалы простого слоя.

2. Пусть внеограниченной теплоизолированной с боковых поверхностей

пластинке имеется полубесконечный разрез (х> О), к берегам которого

в начальный момент времени приложсна постоянная температура. Тогда,

полагая в системе уравнений (11) N = 1, tt = {l = f = const, находим,
что нестационарное температурное поле в такой пластинке определяется

только через тепловой потенциал простого слоя , плотность которого опре

деляется из уравнения

00 t

-1- (' (' ер! (~ Т) ехр [_ (х - ~)2 JdTdt. = f х > О (22)
4n J J t - Т 4с (1 - Т) -, .

О О

Применяя к уравнению (22) преобразования Лапласа - Карсона по t и ис

пользуя теорему о свертке, получаем

-dп .\ qJl (~, р) Ко [1 х - ~ IV ~ ]~ = {, (23)
О

где черточкой обозначено изображение Лапласа - Карсона; р '- параметр

преобразования. Используя методику Винера - Хопфа [5], решение урав

нения (23) записываем в виде

I

(Рl (~, р) = 2! {V ~ erf (y~i/ ~ )+ --k- i/ ~ S-2 ехр (- sV ~ )}. (24)

Определение по известному изображению плотности теплового потенциала

просто: о слоя нестационарного температурного поля в такой пластинке не

представляет трудностей [6].
3. Задача об определении нестационарного температурного поля в бес

конечном теле с плоской трещиной, расположенной в П~10СКОСТИ г = О. х >- О,

- 00 < у < 00, к берегам которой приложена температура f (х, у, [), сво-
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дится К решению уравнения

00 00 I

1 (' (' (' Ш1 (~, 1']: -r) ехр {_ (у - 1'])2 + (х - ~)2 } dTd6d11 = " (25)
16лУлс J J J (t--r)/' 4c(t--r)

_00 о с

которое получено из системы уравнений (18) при N = 1. ft = fI = {.
Если f (х, У. t) = f = const, то после интегрирования в (25) по 11 приходим

К уравнению, имеющему место для плоского случая.

Располагая плотностями тепловых потенциалов простого и двойного

слоев. легко определить напряженное состояние тел с трещинами. С этой

целью определяем сначала компоненты напряжений в сплошном теле, обус

ловленных одним источником или диполем тепла, которые расположены

на линии Е, или поверхности SI' Умножая полученные выражения для на

пряжений на соответствующиеплотности тепловых источников или диполей

и интегрируя по контурам LI или поверхностям S{. находим напряженное

состояние сплошного тела, обусловленное заданной температурой или теп

ловым потоком. Затем решаем силовую задачу для тела с разрезами, берега

которых не контактируют в процессе деформации и нагружены усилиями.

равными по величине и противоположными по знаку нормальным аnn И каса

тельным Usn напряжениям, имеющим место на контурах Е, (поверхностях Sд

в сплошном теле. Последняя задача решается известными методами [2-4].
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Пусть бесконечное тело, ослабленное п.10СКОЙ трещиной. находится под'

действием изменяющихся во времени внешних нагрузок, заданных на ·

противоположных S± поверхностях трещины. Известно, чте ь случае
статической задачи задача об определении напряжений в теле с трещиной

сводится к решению системы трех двумерных интегро-дифференциальных

уравнений, из которых определяются функции, характеризующие скачок
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