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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ НАГРЕВОМ ЦИЛИНДРА

ПРИ ОГРАНИЧЕНИИ НА ПЕРЕПАД ТЕМПЕРАТУР

в практике часто возникает потребность в быстром и качественном нагреве

тел при ограничениях на различные параметры - градиенты температур­

ного поля, температурные напряжения, перепад тем ператур по толщине

детали и др . 11, 2, 4]. С целью определения оптимального по быстродействию

управления нагревом полого цилиндра при ограничении на перепад темпе­

ратур рассмотрим следующую задачу. Пусть теплообмен неограниченного

полого цилиндра с окружающей средой осуществляется по закону Ньютона

дT~~. {) +(-I)'H1IT(I, ,;)-t(,;)J =0, (1)

дT ~~ '{) -(-I)'Но IТ (k , ,;)-g(т)] =0, (2)

где t (Т) - функция управления, ограниченная сверху предельно возможным

управлением и (Т);

t(T)~U(T). (3)

Требуется найти такое управление t (Т), удовлетворяющее неравенству

(3), чтобы при ограничении на перепад температур

T(l, T)-T(k, T)~S(T*) (4)

за минимальное время То перевести цилиндр из начального состояния

Т (р, о) = f(p) (5)

в конечное с максимальной температурой То на поверхности р = 1:

T(l, То) = То и(р) < То < и(.о)), (6)

Температурное поле при этом удовлетворяет уравнению теплопровод­

ности

д2Т I дТ дТ

др2 +РдР = a:t. (7)

Здесь 1 = о, О < k = R/R2 < 1, R = R2 при управляемом нагреве на на­
ружной поверхности цилиндра; 1 = 1, k = R2/R1 > 1, R = R1 при управ­

ляемом нагреве на внутренней поверхности цилиндра; R1 , R2 - внутренний

и наружный радиусы цилиндра ; т = ас"!R2 - безразмерное время; Т* ­

время; р = r/R; Н; = (J., jR/'A, (j = о, 1); а, (J.,j, 'А, - коэффициенты темпера­

туропроводности , теплообмена и теплопроводности; S (Т*) - предельно

допустимый перепад температур по толщине цилиндрической стенки, яв­

ляющийся функцией от среднеинтегральной температуры

1

Т* (Т) = 1 2 k 2 JрТ (р, Т) dp.
k

Температурный режим Т (р, Т) будет оптимальным по быстродействию,

если нагрев цилиндра происходит по границе одного из ограничений (3),
(4), т . е. при следующих условиях:

t (.) = и (Т), (8)

Т (1, Т) - Т (k, Т) ~ S (Т*) (9)
либо

4*

t (Т) ~ и (Т),

Т(I, .)-T(k, T)=S(T*).

(1о)

(11)
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Естественно предположить, что

f (1) - f (k) < S (Т* (О)).

Тогда в начальный период нагрева температурный режим будет удовлетво­

рять условиям (8), (9). В этом случае оптимальное управление t (с) равно

предельно возможному и (Т), а температурный режим является решением

классической задачи теплопроводности (1), (2), (5), (7) при условии (8).
Пусть при т Е [Т1, Т2] (Т2 > Т1 > О) выполняется равенство (11). Тогда опти­

мальное управление t (Т) при т Е [с1 , Т2] должно обеспечивать выполнение

равенства (11). Если удается определить температурный режим Т (р, с),

удовлетворяющий равенству (11), то оптимальное управление t (Т), обеспе­

чивающее этот режим, найдем из граничного условия (1).
Аппроксимировав предельно допустимый перепад температур в отдель­

ных интервалах среднеинтегральной температуры линейными функциями

S (Т*) = Ь + сТ* , для определения предельно допустимого температурного

режима Т (р , Т) рассмотрим решение уравнения ,,(7) при краевых условиях

(2), (5) и граничном условии ..
I

Т(I, 't)-T(k, T)=b('t)+q~pT(P, 't)dp, (12)

где для большей общности Ь = Ь (с), а q = 2сl(1 - k2
) .

Предполагая температурный режим непрерывным при (р, Т) Е [k, 1] х
х [Т1, т2 ] , Ь (Т) непрерывно дифференцируемой при Т Е ['1' Т2], можно полу­

чить условие, эквивалентное условию (12). Для этого продифференцируем

условие (12) по Т. Учитывая, что ' Т (р, Т) удовлетворяет уравнению (7),
получаем

дТ(I, '!) _ дТ(k, '!) _ [дТ(I. '!) -k дТ(k, '!)] -Ь/( ) (13)
д'! д'! q др др - Т •

Известно [3], что решение задачи (2), (5), (7), (13) существует и единственно.

Применяя метод интегрального преобразования Лапласа, представляем его

в виде

т

Т (р, Т) = :7; J[hg (Т - ТJ) Т1 (р, ТJ) + Ь (Т - ТJ) Т2 (р, ТJ)] dТJ + Тз (р, Т),

где

Ti(p, Т)= qJj(p) (-r-~)+"'i(р)+mФi(У' р, Т)+
(J)l (J)l

s v

+ ~ ФI (iЛn• р, Т) + 2Re ~ ФI (Рn' р, Т);
n=l n='

Ф I (х, р, Т) = FI (х) w ~(x~) ехр (х2т) (j = 1, 2, 3);

Р1 (х) = х[ко (xk)-Ко(х)]+q[kК1(хk)-К1 (х)]

х [hKo (xk) + ХК 1 (xk)]

Р2 (х) = 1;
J

Fз(х) = (-1)'.1 (q - х [qK1 (х) + хко(х)] 10 (хр) -
k

. -х[q1l(х)-хlо(х)]Ко(хр)}рf(р)dр; (14)

w (х, р) = 2х ([hKo(xk) + ХК1 (xk)]lo (хр) - [Ыо (xk) - xl1 (xk)] Ко (xp)f;

~ (х) = [(х2 + 2q) /1 (х) - xq/o (х)] [hKo(xk) + xK1 (xk)]-

- kx [х/о (х) - q1l (x)][hK1 (xk) + хко (xk)] + [(х2 + 2q)К1 (х) + xqKo(х)] х

х [Ыо (xk) - хl1 (xk)] - kx [хко (х) + qK1 (х)] [Ы1 (xk) - х!о (xk)] - 2q/l/х;
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h = (-I)/Но ; 10 (х), 11 (х), Ко (х), К1 (х) - модифицированные функции
Бесселя; 'v > О - действительный корень уравнения

[10(1') - -%- 11(1')] [hK o(I'k) + I'К1 (Лk)] -t qh/I'2_

-[КО(I')+fК1(I')][hl o(I'k) - I' / 1 (I'k)] -+=0; (15)

iлn (лn > О, i = V"=1) - мнимые корни уравнения (15); Рn = аn + i~n
(сх n > О, ~n > О) - комплексные корни уравнения (15).

Из анализа уравнения (15) следует, что для параметров q, h, k, удовлет­

воряющих соотношению .

2kO)o = kh (q - 2) lп k + с (kh - 2) = О,

уравнение имеет нулевой корень. Тогда

Ч>, (р) = г, (р) (j = 1, 2), Ч>З (р) = О,

1J:l (р) = 64~I {k 2 [16 - 4q (k2 + 2р2) ] 1п+- [16 - 4q(1 + 2р2) ] lп р-

- (1 - k2
) j8 qp2 - 5q (1 + k2

) - 16] - 64 Jnk},

'Р2(Р) = 4~1 {[h(k2+p2)-2k] lп++ (p2_ k2)(+_+)},

I

'l'з (р) = (- 1)' г~ (р) 5[q (1- р2) + 2 (q - 2) lп р] р! (р) dp,
(йl k

64kO)l = 4k [2k (q - 2) (kh - 2) + (q - 4) h] lп k +

+ (1 - k2) [16 (1 - kh) - 4q (1 + k2) + khq (5 + k2)],

2304k0)2 = Ek 13kЗ (I~k - 4) (q - 2) + h (q - 6) + 6k (q - 4) (k/1- 2)] Jn k +
+ (1 - k2) 136 (5k2 + 1) - 64kh (l + k2) - 6q (k4 + 10k2+ 1) +

+ klщ (k~ + 19k2 + 10)J.

Если 0)0 =1= О, ТО

г/ (р) •
ЧJ;(р)=О (j=I, 2, 3), 'l'i(P)=-- (/ =1,2), 'l'з(р)=О.

• (йо

Здесь

Zl (р) = +(1- k2
)(1 + 2 ]пр) + (+ k2

- 1) lп k;

1 Р
г2 (Р) = т + h lп т·

Анализ иенулевых корней уравнения (15) показывает, что при О < k < ю

(lJ= О) дЛЯ любых практически оправданных параметров q, h уравнение

имеет счетное множество простых комплексных корней Рn (v = 00), конеч­

ное множествомнимых корней iлn (О < 5 < 00) либо не имеет их вовсе (5 = О).

При k > 1 (l = 1) уравнение (15) имеет счетное множество простых

мнимых корней iлn (5 = 00), может иметь конечное множество простых комп­

лексных корней Р« (О < v < 00) либо не иметь их вовсе (v = О), например,

при СНо = О. Уравнение (15) для любых оправданных параметров при

с> 2kk1h lп k/[2kh lп k + k1 (kh - 2)] (k1 = 1 - k2)

имеет единственный простой действительный корень 'у > О (т = 1), а в про­

тивоположном случае не имеет действительных корней (т = О).

На рис. 1 показан характер изменения корней уравнения (15) при

Но = О; k = 0,5 (l = О), с Е [- 32, 32], а на рис. 2 - характер изменения

корней того же уравнения при Но = 10, k = 2 (l = 1), с Е [-32, 32].
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с16-16-32

Л,

о

. Ри с. I

Ура внен ие (15) также может иметь двукратные мнимые корни . Тогда

соответствующие этом у корню члены в (14) заменяются на

ехр (- л~"tJ '

U1(Лn) { [т + v2 (лn)] Е, (р, лn)+Еi(р , Лn) } ,

где и] (лn) , и2 (1.'1)' Е i ( р, Лn) , E~ (р, Лn) - известные функции (не приведен­
вые с целью сокращения) .

·16 о

Рис. 2
16 .. . " G
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0,5

Рис.З

Итак, предельно допустимый режим Т (р, т) построен для любых прак­

тически оправданных параметров k, q, h. Оптимальное управление t (т),

обеспечивающее этот режим, нетрудно определить из граничного условия (1).
В некоторый момент времени '02 > '01 может снова выполняться равен­

ство (8). Происходит переключение управления на ограничения (8), (9), время

переключения управления '-2 определяется из равенства (8). Время отклю­

чения управления определяется из условий конечной цели нагрева (6).
В' качестве примера, иллюстрирующего применение описанного подхода

к решению задач оптимального управления, на рис. 3 и 4 показано опти­

мальное управление t* (т) = t ('t)/Un (кривая 1) и температуры поверхностей

цилиндра Т (р, ,-)/ио (р = 1, k - соответственно кривые 2 и 3) при и (Т) =
= ио = сопst, S (Т*) = 0,15 ио, Но = О, Н1 = 1, ТО = О,8ио, k = 0,5
(l = О, рис. 3) и k = 2 (l = 1, рис. 4). Как видно из рис. 3 и 4, оптимальное
управление нагревом цилиндра трехступенчатое. При этом на первом

Рис. 4
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и третьем этапах нагрева управление равно предельно возможному, а на

втором - обеспечивает предельно допустимый перепад по толщине цилин­

дрической стенки.
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в работе (8] исследованы условия, при которых матричное уравнение

Аох
m + A1xm

-
1 + '" + Аm = О. (1)

где Ао , Ан ... , Аm - n Х л-матрицы над алгебраически замкнутым полем

характеристики нуль, имеет бесконечное число решений. Случаи конечного

числа решений уравнения (1) рассмотрены в работах [1, 3, 51 . в частности,

известно, что если характеристические корни л-матриuы

М (л.) = Аол.т + А\л.т-I + .. , + Ат, IА о 1=1= О, (2)

различны, то число решений k уравнения (1) конечно [5]. в этой статье

показано, что т:«; k :::;; (:n). для квадратного матричного уравнения
(т = 2) этот результат получен автором в работе [7].

Сформулируем предварительные утверждения.

Лемма 1. Пусть (a1, ... , аn) , (b1, ... , Ь,) (l:>- n) - наборы линейно

независимых векторов. Тогда среди наборов (a1 , .•. , а., Ь/" .. . , bt,
q

ar+q+ 1, • . . , аn) , где i 1, ••. , iq пробегают 1, ... , n имеется по крайней

мере один набор, состоящий из линейно независимых векторов.

Д о к а э а т е л ь с т в о легко проводится от противного.

Лемма 2. Пусть (a1, ... , аn) , (Ь1 • . • • • ьn) ' (C1• .. . , Сп), . . . , (gl' ... , gn)

р

- наборы линейно независимыx векторов. Тогда среди наборов (a1, ... , аг,

Х/" ' . Xiq, ar+q+l, ••• , аn) . где Х", ..• , X/ q -всевозможные Ь(, С/, •.•

• • • , q" j = 1, ... , п, имеется k:>- pQ наборов, состоящих из линейно

независимых векторов.

Д о к а э а т е л ь с т в о проводим методом индукции.

для р = 1 лемма 2 вытекает из леммы 1. Предположим ее справедли­

вость для р - J. В силу леммы 1 существует набор (a1••.• , а.; Ь/" ••• , b/
q

,

ar+Q+I, ... , аn) линейно независимых векторов. Теперь рассмотрим следую-

щие наборы векторов: .; ,1 ,

(a1, ••• , а" Ь/., ..• , Ь, , ar+q+\, ••• , аn), (с1• • • • , Сп), ••• , (gl' ... , gn).
q . - -

р-l

Согласно предположению индукции среди наборов векторов вида

(Gt•••• J а,. Ьи" •••• bus, Y/" ••. , Ylt , bus+I+1' ••• , buq, a,-tQ+l, ... , аn) .
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