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НАПРЯЖЕНИЯ В ПОЛУ&ЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНКЕ,

О&УСЛОВЛЕННЫЕ ДВИЖУЩИМСЯ ВГЛУ&Ь

ИСТОЧНИКОМ ТЕПЛА

Рассмотрим полубесконечную пластинку х > О, которая нагревается

движущимся в направлении оси Ох призматическим источником тепла мощ

ностью qo. В этом случае для определения нестационарного температурного

поля в пластинке имеем уравнение теплопроводности

ьз: - )(2Т = +:~ - q~ N (х - и., у) $+ (т), О)

А {р + (р • 2 а. ~ фф
где u = дх2 ду2 ' )( = М' а, "', а - коэ ициенты теплоотдачи с

поверхностей г = + 6, теплопроводности, температуропроводности: т - вре

мя; S+ (~) = {l, ~> О,
О, ~ <:; О;

N (х - от, у) = [S_ (х - от) - S+ (х - ет - Ь)] [S_ (у + d) - S+ (у - d)];

{
l ,.. ~ О

S_ (~) = ,~,:Y ~ V - скорость движения источника тепла. Если размеры
О, ~<O, .

Ь и 2d источника тепла малы по сравнению с его длиной 26, вместо уравне

ния теплопроводности (1) получаем уравнение

1 дТ q
~T - ,,2Т = а (h - 2М 6+ (х - ет) б (у) S+ (Т), {2)

где

~ б+ (х - tI"t) б (у) = qo liт N (х - V't', у);
Ь О.

d O

q = qoV; V = 4БЬd.

Когда начальная температура пластинки равна нулю, поверхность х =
= О теплоизолирована. на бесконечности температура и ее производная

. по х исчезают, то после применения к уравнению (2) косинус-преобраэова

ния Фурье по х и Лапласа по Т получаем

(3)

где

00 00

т = V ~ Sdx SТ cos sxe-stdxd.; '\' = VS2 + )(2 ++; Q= 8nk .
О u

Решение уравнения (3) с учетом граничного условия Т I=0 · имеет вид
I У ' ....00

~ ~ e-'I'fyi
т = 2Qб+ -у- . (4)

ЮJ



(5)

'Осуществляя здесь переход к оригиналу с учетом теорем о свертке для пре

образования Лапласа и косинус-преобразования Фурье, приходим к такому

еыражению температурного поля в рассматриваемой пластинке:

t [ ('+-V~)' (x-+v!;)' ] _---!L-_x•a" d!
т = QI е 4ai: + е 4а!: е 4ai: е т .

о -

где х± = х ± т.

Вызываемые температурным полем (5) квазистатические температурные

напряжения определим по формулам

a2F a2F a2F ,'6)
аж" = дr' а"у = дх2 • аху = - дхд!! •

где F = и - 2G'I'; и - бигармоническая функция, т. е.

I111и = О; (7)

'1' - термоупругий потенциал перемещений, являющийся частным решени

ем уравнения

(8)

Применяя к уравнению (2) преобразование Лапласа по т, находим

(9)

Здесь

Лапласу уравнение

ес

'\'0 = V )(2 + -%-. б+ = "J е, (х - ет) e-S1:d't.

о

Подставляя равенство (9) в преобразованное по

приходим к уравнению

- 2 -
I1ф = 4Cl.t (l + v) nQl'o б (у) б+. (10)

- - 2-
где Ф = '1' - Cl.t (1 + v) 1'0 Т.

Применив к уравнению (10) преобразование Фурье по У. получим

(8),

-
d2ф = т-
ш2 - 1]2ф = - 2 б+. (11)

'\'0

где т = 2 v2n Cl.t (l + v) Q. Частное решение этого уравнения имеет вид
00

Ф-= т -2 5 -1'I111"-V1:I+-51:d= - -2-1-1 1'0 е т,
1'] "

(12)

Осуществляя здесь переход от изображения Лапласа к оригиналу, находим

такое выражение трансформанты Фурье термоупругого потенциала переме

щений:

Г... t

\f = аа, (1 + v) Se-x'a(t-~)T (х. 1]. ~) d~ - 27~ 1 IгХ'а(t-~)-I'I1I1"-Vi:\+d~. (13)
о о

Решение трансформированного по Фурье уравнения (7) записывается

в виде

и = (А + Вх) e-I'I1I' + (С + Dx) el'l1IA. (14)

Применив к формулам (6) преобразование Фурье по у, получим

. iF сРР
аж" = - 1]2р, ажу = Е1] dX' - ауу = dX2 • (15)
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тде F = й - 2Очr . Учитывая граничные условия

охх \х=о. = О, аху Ix=o. = О,
Х_ОО Х-+ ОО

(16)

(17)
т

В = а/Еа Se-x'a('t-Q 11 '111 Т (О, '11, о - 2V2Л Qe-\tI\V~] d~,
о

С = О, D = О.

Следовательно, трансформанты Фурье температурных напряжений за·

писываются в виде

находим постоянные интегрирования

А = а/Еа fe-X'a('t-~) [т (О, '11, ~) .:V2n I ~' e-ltIlv~Jd~,
о

't .

ахх = - 'I12аа/Е Se-x'a('t-~) {(1 + х 11"] 1) e-Х\Т\\ т (О, 1"], ~)
о

- ~~7 Q [(1 + 21 1"] Iх) e-\Т\\(X+O~ - e-\Т\\\X-O~\+] - f (х, 1"], о] а;
't

аХII = - i'l1aatE Se-x'a('t-~) {X1"]2e-\tj IХТ (О, Тj, ~) +
о

't

ауу = - ахх - а/ЕТ + 2\ '111 aatE Se-x'a('t-~ [2Q V2n е-\Т\\(Х+О;_
о

-1 ч [e-I ТJ1xT (О, 1"], ~)] з;

(20)

Применив к равенству (4) преобразование Фурье, получим фигурирую

щее в (18) выражение трансформанты Фурье температурного поля:

't fX+'V(T- I\)]' [X-V("t-tJ)]'

Т (х, Тj, 't) = QV2lZ S{е 4at> + е 4a/j } e-(n'+x')al3 ,~~ • (19)
о r ~

На поверхности х = О пластинки это выражение принимает вид

т v'('t-I\)'- - S - 4a13 M+"')a l3 d~
т (О, '11, т) = 2Q V2a е-=--.

о У!3

[х-о{\;-13)]' _",~

4a13 } е ~ >:+е

Осуществим в выражениях (18) переход к оригиналам . В результате ис

комые температурные напряжения в пластинке получим в виде

т _ . ~ v'(~-f\)'

ахх = - 2Qaa(E Se-X'a('t-~) <2 V ~.'sе 4a13 " 'al3 [Mt (х, 1у 1, ~) +
о о

\; [x+v{\;-I'!)]'

М+ А) d(3 I S{ 4at!+ х 4 (х, 1у 1, )J] ,Г - - , / е
r !3 8а а о

Х 2a~;;-y 2 d~ - М (х + V~, у) - 2xN~ (х + V~, у) + N~ (1 х - йЬ 1+. У\)~

т v- /; о'{/;-13)' X'~

аху = - 2QaatE Se-x'a('t-/;) <2 ~ х Sе 4013 i SgJ у ;. :
о о

Х М4 (х, Iу 1, ~) + N~ (х + V~, у) - 2хNз (х + V~, у) +~~X - : ';) .<

:~



t

Х N2(1x-v~I+. У) - _1_./_ S{е
. 100 ' о

Ix + v (~ - ~)] +
[",-v(~-fJ)J%

+ е 4aj3 [х - V (~-~)]} 2a~t\-;у
2

d~>d~, (21)

. 't _ ~ v%(~-fJ)'

а,щ = - ах", - atBT - 8QaatB Se-K'a('t-t;) {V ~ Sе-~-K'a3 Х
О о

н: (х + и~. У) = [у2 + (:~) tI';.J2Jn/2 соз (n arctg Х: uJ '

о

где

10
Рис. J

[о

+ d~
Х Мз (х, /yl, ~) Yf -

- N~(x + и~. Y)}d~,

-0,5

о

Рис. 2

X'l_gl

e~ i1u1x •
_ Г(n) [e4ai:JD_n (x+!IYI) ±

2 (2a~)n/2 У2at\

(23)

(22)

)('aj3 (1 _ -L)]~} г:2at\ t\2 ",.
, "

v·{t;-fJ)'+У'

4aj3

т

ауу 1"'=0 = - atBT 1"'=0 + 2aatEQSe-Х'а{'t'-tJ Х
о

D_n (~) - функции параболического цилин

дра; выражение дЛЯ н: (х + и~, У) получим,
заменив в выражении (22) cos на sin.

На краевой поверхности
-/О

,О

-»

-10

-6

'- 25
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При v = О это выражение совпадает с выражением, полученным* из реше

ния задачи для полубесконечной пластинки, нагреваемой движущимся па

раллельно краевой поверхности линейным источником тепла.

vб у у lЛ.
Вводя безразмерные величины Ре = 2а' = Т, Fo ="""""lfГ' В1 =

а6 a~ a~= -л. f = ~' <р = БZ' формулу (23) переписываем Б виде

Fo Pc'(Fo-f)'+У' Blf Fo

ау = 2~~~Q = - Jе f d! +Je-Вl(Fо-f) Х

[

f Ре'(f-Ф)'+У' ]

Х 4 (:;: ::::; ;:)2 Jе {р Bf{p (1 - ~;) ~ df. (24}

_ По этой формуле при У = 1 произведены расчеты неустановившихся

температурных напряжений в зависимости от теплоотдачи с боковых поверх

ностей пластинки, которые представлены в виде графиков на рис. 1 (для

Ре = 0,1) и 2 (для Ре = 1). Графики изменения этих напряжений в зави

симости от скорости движения источников тепла при У = 1, Bi = 0,1 пред

ставлены на рис. 3. Из графиков видно, что с ростом теплоотдачи и скорости

движения источника тепла напряжения уменьшаются.
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ТЕРМОУПРУГОЯ ОБОЛОЧКИ
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в настоящей работе даны постановка и решение задачи определения режима

силового нагружения и температурного поля оболочки, при которых обес

печивается близость динамического напряженного состояния к квавистати

ческому и одновременно его оптимизация.

Запишем исходную систему уравнений и условий для термсупругой

оболочки постоянной толщины 2h, ограниченной координатными поверх

ностями ct = Ct I , ct = а2 , ~ = ~I' ~ = ~2' Уравнения движения оболочки
принимаем в виде [5, 6]

Е, (N, М) - PtU - P2klt}j = - Ql'

(1)

где обозначено:

L (N М-) = _1_[ aBN f _ дВ N л, aASti I дА S +
{, АВ да да 2 I д\3 I д~ i2

+k (дВМ! _ сВ М '2 дАН». -L2.!:L дА н)]
I да са 2 т д~ I kt д~ 12 ,

L (Й М)- = _1_[ aANz _ дА N л, aBStz + дВ S +
2' АВ alS ~ t I да да 12

• Подстригач Я. С., Коляна Ю. М .• Громовин В . И., Лозбень В. Л. Гериоупругость

тел при персменных коэффициентах теплоотдачи.- Киев: Наук. думка, 1977.- 158 с.
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