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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ В СЛОЕ

ПРИ СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ
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Рассмотрим слой толщи~ой 21, ~a части г -< Ro поверхности z = 1
которого задан постоянныи тепловои поток q, а через остальную часть этой

поверхности и через поверхность z = - 1 осуществляется теплообмен с

внешней средой нулевой температуры по закону Ньютона, причем по коль­

llевых зонах R] -< г -< R4 поверхности z = 1 и R2 -< Г -< Rз пове рхнос­

ти z = - 1 охлаждение увеличено путем увел ичен ия коэффиuиента теплоот­

да ч и с этих областей . Для определения возникающего при этом установив­

шегося температурного поля имеем уравнение теплопроводности

ы =о (1)

и гrаничные условия

~~ = - ~~ t + (~1 t + ~ ) N (г, г - Ro) -
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' сх cxt\
-1+--л.-)tN(г-R1 , r-R4) при 2=1, (2)

(7)

(8)

(5)

ш Clз (сх сх 'дi = ---г t + + - Т) tN (г - R2, Г - Rз) при г = - l; г! 1:::0 = О, (3)

1 д ( д) д
2

где Д = -,- (j; г дf + az2 ; Л - коэффициент теплопроводности; а4 - ко-

эффициент теплоотдачи с области R1 <: r <: R4 поверхности г = 1; аl- коэф­

фициент теплоотдачи с этой поверхности за пределами областей r <: Ro и

R] <: r <: R4 ; а2- коэффициент теплоотдачи с области R 2 <: r <: Rз поверх­

ности 2 = -1; CGз- коэффициент теплоотдачи с этой поверхности вне зоны

R 2 <: r <: Rз ; N (а, Ь) = S_ (а) - S+ (Ь); S±(~) - асимметричные единичные
функции [Г] : г, r - цилиндрические координаты.

Применив к уравнениям (l) - (3) интегральное преобразование Ханке­

ля по переменной г, получим

d
2
{ _ t2t = о (4)

dZ2 '" ,

R.

~ + ~1 t = + Ro\~Ro) + :1 I t (г, l) гJо (г~) dr -
о

я,

-( :4 _ :1)I t(r, z)rJo(r~)dr при z=l,
я,

- ~

:- cx~ '=( ~2 _ :3 )1, t (г, 2)гJо И,) dг при z=-l. (6)

Если размеры областей г <: Ro• R]<: г <: R 4 поверхности z = 1 и об­

ласти R2 <: г <: Rз поверхности z = -1 малы по сравнениюс толщиной слоя,

то значение температуры на этих областях с достаточной степенью точности

можно заменить соответственно их интегральными характеристиками [2, 31
~ ' ~

'6'0=~ I rt(r, 1)dT, '6'1 = Ri 2 25rt(r, l)dr,
Ro о 4 - R, я',

я,

2 ГО

it2 = 2 2 \ rt (г, -1) dr.
Rз - R2 k .

Заменив t в подынтегральных выражениях уравнений (5), (6) соответствен­

но на '6'0' -&\ и '6'2' получим
d/ cxt - (' q cxt ) f А ( а4 cxt: ) f 1di+---г t = т +---г '6'0 {-и! т-т 2 при z= ,

dТ Clз- (СХ2 Clз)fdZ - ~ t = it2 Т - ---г з при z = - 1,

где

'l = RoJ\ ~Ro); '2 = R4J1 ~R4) - R1J1 ~Rl) ;
~ ~

fз = RзJ1 (I;Rз) ~ R2J1 (sR2 ) •

Решая краевую задачу (4), (8) и переходя в найденном решении к ори­

гиналу, находим

CQ

t (г, г) = J[( i + i '6'0) СРl (~, z) - (:4 .....: :1) itlQJ2~' г)-
u

7*

- (С;: - i) it2QJз (~, z)1и, (г~)~. (9}
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Здесь

00

dи = 1 - 2~l ~ 'Pf~' 1) '1~d~;
Rt;Л о

00

d f 2 = - 2 (a~~al) ~ 'P2~' 1) ~lld~;
о о

где

р

'P1~' z) = 11 [( { -~) e-;(z+l) - (~з +~) ~(z+l)1/D,

'Pz (~, z) = '2'P1~' z)/II'

'Рз(S, Z)=lз[( ~l -~)e;(г-/)_( ~l +~)e-S(Z-l)]/D,

D = e-2~! (аl/).. -~) (лз/).. -~) - е2;/ (аз/).. +~) (а/л + ~).
г . Подставляя (9) в формулы (7), для опре­

деления интегральных характеристик

i}o. i}l, i}2 получаем систему уравнений

dHi}o + d l2i}t + dl зf}2 = ШI,
d2fi}o + d 22i}1 + dzзi}2 = Ш2, (10)
dз 1i}о + dЗ2ftl + dззft2 = Шз,

00 00

dlз = 2 (а2 - аз) r (1: 1) ЕI А!:. d 2а1/Л r (1: 1) 1':1 rl1':·
R~л (~ qJз ':>' • {"",:> , 21 = - R~ _ Ri ~ ЧJ1 ':>' ':> 2%.

00

d 2 (а2 - аз) r (1: 1) 1':1 rlt·
2З = (R~ _ RТ) л ~ 'Рз ,:>, ':> 2""':>'

00

dЗI = - R~a!!~ J'Р1 (~, -1) ~Iзd~;

00 00

; dзз = 1+ 2 ~a2 ~аз) r тз (1':, -/) tl'зrlt,' ШI = 2q/2л r П>1 (1:, 1)~tldl:·,
(Rз - 2) л. ~ 't' ':> Ы ""':> Ro d 't' ':> - ':>

00

шз = J.~R~ J'Рl (s, -/) Узd;.

. Решая систему (10) и подставляя найденные значения интегральных ха­

.:рактеристик в (9), получаем формулу для определения температурного поля

.Б слое. Заменив в (9), (10) t, z, г, q/).., 1, ;, Ri (i = О, 1, 2, 3, 4), аiл (k =

= 1, 2, 3, 4), ft n (n = О, 1, 2) соответственно на е = ~~ , z = -Т' Р =

r 1 1 1 R/ В' a kl т 'l'tnл.=" , , 1] = ; , Р! = Т, l k = Т, п =7' запишемрешение задачи в

-безразмерном виде.

На рисунке представлены графики изотерм температурного поля е в

.слое , рассчитанные при Ро = 0,2; Рl = 1; Р2 = 0,7; Рз = 1; Р4 = 1,3; Bi 1 =
:-:- 0,003, Bi 2 = 0,891, Вiз = 0,003, Вт, = 0,232, причем изотерма 1 соответ­

.ствует температуре 0,17; 2 - 0,11; 3 - 0,05; 4 - 0,03; 5 - 0,021; 6­
0,017; 7 - 0,015; 8 - 0,0137; 9 - 0,0138; 10 - 0,013 К. Из рисунка вид­

.но , ЧТО при заданных р" (i = О, 1, 2, 3, 4) и Bi k (k = 1, 2, 3, 4) поведение

'температурного поля в объеме -1 -< Z -< 1, Р -< 2 с изменением координат

. нелинейное . В остальном объеме, для которого безразмерный радиус Р боль­

ше толщины слоя, значения температурного поля выравниваются по толщи­

не слоя .с ростом Р и приближаются к температуре внешней среды.
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НАПРЯЖЕНИЯ В ПОЛУ&ЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНКЕ,

О&УСЛОВЛЕННЫЕ ДВИЖУЩИМСЯ ВГЛУ&Ь

ИСТОЧНИКОМ ТЕПЛА

Рассмотрим полубесконечную пластинку х > О, которая нагревается

движущимся в направлении оси Ох призматическим источником тепла мощ­

ностью qo. В этом случае для определения нестационарного температурного

поля в пластинке имеем уравнение теплопроводности

ьз: - )(2Т = +:~ - q~ N (х - и., у) $+ (т), О)

А {р + (р • 2 а. ~ фф
где u = дх2 ду2 ' )( = М' а, "', а - коэ ициенты теплоотдачи с

поверхностей г = + 6, теплопроводности, температуропроводности: т - вре­

мя; S+ (~) = {l, ~> О,
О, ~ <:; О;

N (х - от, у) = [S_ (х - от) - S+ (х - ет - Ь)] [S_ (у + d) - S+ (у - d)];

{
l ,.. ~ О

S_ (~) = ,~,:Y ~ V - скорость движения источника тепла. Если размеры
О, ~<O, .

Ь и 2d источника тепла малы по сравнению с его длиной 26, вместо уравне­

ния теплопроводности (1) получаем уравнение

1 дТ q
~T - ,,2Т = а (h - 2М 6+ (х - ет) б (у) S+ (Т), {2)

где

~ б+ (х - tI"t) б (у) = qo liт N (х - V't', у);
Ь О.

d O

q = qoV; V = 4БЬd.

Когда начальная температура пластинки равна нулю, поверхность х =
= О теплоизолирована. на бесконечности температура и ее производная

. по х исчезают, то после применения к уравнению (2) косинус-преобраэова­

ния Фурье по х и Лапласа по Т получаем

(3)

где

00 00

т = V ~ Sdx SТ cos sxe-stdxd.; '\' = VS2 + )(2 ++; Q= 8nk .
О u

Решение уравнения (3) с учетом граничного условия Т I=0 · имеет вид
I У ' ....00

~ ~ e-'I'fyi
т = 2Qб+ -у- . (4)
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