
На рисунке представлены графики изменения функции ер ( :J ,темпе

ратуры t+ = t (1, :.) и напряжений ad = ао (1, ,:) для 60= 0,2, Ro= 40 в

зависимости от безразмерного времени ~ (т" = 4с) без ограничений (штрихо-
т;

вые линии) и при ограничениях (сплошные) на напряжения (Е:Т* = -0,18).

Из приведенныхграфиковвидно, что функция ср ( :.) в моментпереключения
'1 изменяется скачком и далее с приближением времени к моменту выхода

становится постоянной. Кривая температуры в точке переключения пре

ломляется и затем. плавно возрастая, достигает заданного значения Т* в

момент времени 't**.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Подстригач Я. С., Бурак Я. Н., Гачкевич А . Р. , Чернявекая Л. В. Термоупругость элект

ропроводных тел.- Киев: Наук. думка, 1977.- 246 с.

2. Пiдсmрuгач Я. С., Ярема С. Я. Температурн! напруження в оболон[<ах.- К. : Вид-во
АН урср. 1961.- 211 с.

Институт прикладных про6лем

механики и математики АН усср

удк 539.3; 534.1

Поступила в редколлегию

12.01.78

8. Г. Костенко, Я. П. Кулнннч

ОБ УСТОйЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

ВЗАИМОДЕйСТВИЯ УПРУГОй ОБОЛОЧКИ

С АКУСТИЧЕСКИМИ СРЕДАМИ

Рассмотрим упругую изотропную оболочку V с гладкой границей S =
= Sl U S2' внешнюю к V неограниченную акустическую среду Ql и акус

тический заполнительQ2 оболочки V в процессе их взаимодействия. возни

кающего под воздействием начального возмущенного состояния в момент

t = О и точечного возбудителя, помещенного в среду Ql'
Моделируя колебания упругой изотропной оболочки с помощью линей

ной теории упругости и принимаяобозначенияработы О], этот процесс взаи

модействия упругой оболочки с акустическимисредами известным образом

сводим [4] к математической задаче нахождения решения уравнений

1 a2w/
- 2- (fi2 - Ll'Ф{ = О в Q{, i = 1, 2, (1)
Bt

д2"ТJ - -
7fi2 - f-tLlv - (л. + f-t) grad div v = О в V, (2)

удовлетворяющих начальным условиям

'Фl 11=0 = е. (Х1, Х2• Хз), ~;/ I = r 1 (X t , Х2• Хз) В Q{, i = 1, 2, (3)
1=0

; \1=0 = ё (ХI• Х2. ХЗ) . ~~ \ = k(ХI, Х2, Хз) В V,
1=0

условиям сопряжения

(k =1= в),
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0'11 = 0'22 = О'зз = -* ~2 • • O'sk = О
2

(k =1= s), (4)

v=;2 на 52'
условиям излучения на бесконечности

Вт r ( Uфl - Uфi ) = О. (5)
'-+ ОС а, д!

Кроме того, искомые функции должны быть ограниченными в их областях
определения.

Аналогично работе [1] получаем

:! JR(t) = SS(± PkWk - -+ a~l :i)d5 j +
5. "=1 С I

+ ~~ (~~2 :2 _f PkW k)d52+ ~ ~~ ~l a:1 d5R •

где 5. 2 k=1 1 5R

JR и) = ~~~[+~I W~ + ~ ktl 8~, ++(t,8 kkY]dV+

+ 2~ ~JJ[~i (a~l / +~ (~; )2JdQR + ~~ ~l~[~~ ( а:2 )2 +

+~ ( ~: )2] dQ2 - (6)

6

Учитывая выражение Pk = ~ О'м cos (n. Хд, условия сопряжения (4)
1=1

и условие излучения (5), находим

Jim ~ JR (t) = ~ J ([) = - sSРо (X j • Х2, Хз. t) f Wi COS(n. Xi) гз, (7)
R-+oo 5, {=I

(J(tj получаем из формулы (6) заменой ~R на Q1)' Пусть Ро (х1 • Х2• Хз. t)

достаточно мало, тогда из выражений (7) следует, что \ ~t J (t) I<81, от
куда интегрированиемпо t в конечном интервале (О, Т) получаем неравен

ство

IJ (t) - J (О) I< 8 jT (8)

с достаточно малым 8 j , Т> О. Так как Wi 1'=0 = дди: I = ki (X j , Х2. ХЗ) .
'=0

8kт = +(:: + :: Н=о = +(::: + ~::). а:{ 1/=0 ='/ (X j • Х2. Хз).
Uф{ I agi -+ д-; (
-д- = -а- , то, предполагая достаточно малыми k (Xj. Х2• хз)' -а-' , i X j,

Х" 1=0 xk Х/

Х2, ХЗ), даю (i = 1, 2; j = 1, 2, 3) и учитывая, что g1 (Х1• Х2• Хз> И '1 (Xj ,
Х{

Х2, ХЗ) удовлетворяют условиям излучения (5), получаем достаточную ма

лость сначала J(O), а затем из неравенства (8) и J(t), т. е. для произвольного

8 > О справедливы неравенства

~~ ~[+t, W~ + ~ k.t, 8~{ + -} (~, 8нУ] dV < 8,

(i = 1, 2).
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Но отсюда еще не следует достаточная малость подынтегральных выраже

ний всюду в областях интегрирования. Рассмотрим поэтому пространства

функций Соболева W~ в областях Q, (i = 1, 2) и V с нормами

~ 'Р, IIW~(QI) = НS:± ~ (.дХk'д~:;~ХkЗдtk.)2 dQ, (i = ], 2),
QI k=0 k=k,+ ...+k. l 2 З

Э 3 2

11 ;llw~(~ = SJS~ tt k=k,f..+k<( axflaX~:;:~зat k. ) dV.

Так как уравнения (1), (2) с постоянными коэффициентами и однородны , то

производные решений этих уравнений также будут их решениями. В част-

О ~. - ~
ности, функции 'ФI (X1, Х2, Хз, t) = ---i- и вектор-функция VO = дt удовлетво-

ряют уравнениям (1) и (2) соответственно, начальным условиям

0\ дф7 I 2'Ф, 1=0 = Г, (Xt , Х2, Ха), дГ = ~I~g, (Xt , Х2, Хз) В Q"
1=0

;011=0 = k(Xt , Х2. Хз), ~O \1=0 = ~~; (Xt , Х2, Ха,) + (л + ~) grad div; в V,

условиям сопряжения

О О О 1 дф~ дро о
(J11 = а22 = (Jзз = 7 -CJГ - дГ' (Jks = О (k =1= s),

1

О О О 1 дфg
(JII = а22 = ааа = -;;[дГ'

2

о
(Jks = О (k =1= s),

условиям излучения на бесконечности

(
дфО дфО )lim г _1 ' = О.

T-r oo дг д!

д2-; azg
Если дополнительно предположить достаточно малыми aXkax

s'
aXka~s '

-дГI ak
a Xj , aXj' то аналогично предыдущему получим

rrr[Р а О' а О' л. .(3 О )2]JJJ т ~I Wk + ~ k~1 8k/ +Т ~1 8kk dV< е,

о a2Vk
где W/: = дfl;

дф7 д~1
-ах;- = дх/д! •

Рассматривая аналогично все производные первого и второго порядков...
функций 'Фl, 'Ф2 И вектор-функции v как решения соответствующих задач

для уравнений (1), (2), а также учитывая известное неравенство Фри~рихса

[3], приходим к заключению, что нормы 1\ 'Ф11\w ~(gl) (i = 1, 2) и ~ v \1 W~(V)

будут как угодно малыми, если предположить достаточно малыми g, (Xl'

Х2 , Хз), ;(X1, Xz, Хз) вместе с ПРОИЗЕОДНЫМИ дО третьего порядка и PO(Xl, Xz, Хз, t),
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r/ (Х1 , Х2 , Ха) И k (Хl' Х2 , Хз) вместе с производными до второго порядка вклю
чительно. Тогда из теоремы вложения Соболева [5] следует достаточная ма-

ЛОС1Ъ норм 11'Ф/ 1!c(Q/) (i = 1, 2) и 11 v IIc(v) в пространствах непрерывных .

функций . Этим доказано такое утверждение.

Теорема. Если функции g/(x1, Х2, Ха), ;(Хl ' Х2, Хз) вместе с производны

ми до третьего порядка и Ро(Х1, Х2, Хз, t), r/(x1, Х2, ХЗ) и k(x 1, Х2, ХЗ) вместе с
производными до второго порядка включительно изменяются достаточно .

мало, то решение задачи (1) - (5) устойчиво.

Замечание . С дополнительными условиями, найденными в работе [2]"
последняя теорема верна и для кусочио-гладких оболочек, взаимодействую

щих с акустическими средами.
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ЭНЕРГИЯ ВОЛН. ВОЗНИКАЮЩИХ

В РЕЗУЛЬТАТЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УПРУГОГО СЛОЯ

С АКУСТИЧЕСКИМ ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ ПРИ ДЕЙСТВИИ

ЛОК.ЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОй НАГРУЗКИ

РаССМ07РИМ жидкое акустическое полупространство Хз < О, ограниченное 

упругим слоем толщины h. Считаем, что при Хз > h упругие процессы отсут

ствуют. Геометрия задачи иллюстрируется рис. 1. Пусть 'Рl - плотность .

упругого слоя, "'1' fll- коэффициентыЛяме,
определяющие его упругие СВОЙСТВ2, Р2-

плотность акустической жидкости, ~ =",;-1_
коэффициент, определяющий сжимаемость

жидкости. На верхней плоскости слоя отсут

ствуют касательные и нормальные напряже

ния. На границе раздела сред в области Q
(см . рис. 1) действует нормальная периоди

ческая нагрузка. В условиях установив

шихся колебаний определяется энергия

волнового процесса в упругом слое и при-

летающей жидкости. Рис. 1
Задача описывается уравнениями Ляме [3]

....
.... .... д2иn

("'n+ 2fln) grad div иn - fln rot rot иn - Рn (jj2 = О,

n = 1, 2, fl2 =0

(1)
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