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АНТИПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ СЛОЯ

И КЛИНА С ТРЕЩИНАМИ

'Рассмотрим бесконечный слой толщиной 2d, находящийся в условиях анти

плоской деформации и содержащий n трещин, расположенных вдоль полос

.ak < х < bk , У = О (k = 1, n). Пусть на гранях слоя заданы смещения, сдви

гаюшие усилия или их комбинации , а берега трещин свободны от напря

жений.

Llля решения поставленной задачи воспользуемся результатами работ

{2, 3, 5] и аналогией между продольным сдвигом и стационарной теплопро

водностъю тел с трешинами [I]. На основе работ [1,2] для определения про

изводной от смещения ш(х) получаем интегральное уравнение

r . (~- х ) дw* (Х О )J ш' (х) К* -d- d'G = лdf (х), f (х) = - дУ' (х Е L, У = О), (Г)

L

К* (t) = ) у! (11) sin 11tdfI,
о

n

L = U Lk ,
11=1

(2)

(ш*(х, у) - смещение в сплошном слое). Функция У!(11) для рассматривае

мых граничных условий соответственно имеет вид

1) у! (11) = cth 11, 2) у! (11) = th Тj, 3) fi ( ) = '1 th n + Bd
11 ТJ + Bd th'1

(3)

(5)

L* =

Здесь В - произвольный коэффициент.

Если на гранях слоя заданы смещения или сдвигающие усилия, то

уравнение (1) решается точно; когда задано их комбинацию, то при Bd> 1
функция у! (11) @ точностью до 3,8% аппроксимируется выражением fe(11) =

А I +Bd
= cth 11, где А = Bd ,и тогда также получаем точное решение [1].

в указанных случаях

, ( )= _ Аа {...!- r х (5) ( * (5) d + Р ()\
w V m-I п J З-m 5 n-I V J '

nv-2 Х (и) L* s-2- (5 - Щ

где Х (г) = fп (Ь: - г) (г - a~)l 'I'; 5 = ехр ~~; v = ехр ~~ ;
k=1

n •• •• тrak • 1tbk
= k1J1 Lk; Lk = [ak, bkl; ak = ехр ----з:4; bk = exp"'dIГ; }* (5) = f (х); т =

= 1 соответствует заданию на гранях слоя смещении, т = 2 - сдвигаю

щих усилий; Рn-l (и) = полином степени п - 1, коэффициенты которого

определяются из условий w (ak ) = w (b k ) = О. Если fe (11) задано первым ИJlИ
вторым выражением (3), необходимо положить в уравнении (4) и принятых

обозначениях А = 1.
Располагая выражением Ш'(Х), коэффициенты интенсивности напряже

ний определяем по формуле [6)

kf=+GV2лlim V(-l):;~k(Х-С) дw~, О),
X~C Х

где ck = ak или bk; О - модуль сдвига: верхний знак соответствует право

му концу трещины, нижний - левому.

Для произвольных значений Bd решение уравнения (1) находится с

помощью асимптотических методов, причем рассматриваются два метода ре

шения, каждый из которых целесообразно использовать на некотором ин-



тервале изменения параметра d. Согласно работам [1, 2], w'(x) 1!ЛЯ значе-

ний '2d > 1 определяется по формуле
ь" - а! :" . ' ;' :. с

Здесь

w~ (х) = п2~ (х) rх ш~
J ~-x
L

00

w' (х) = ~. d~,!kW~ (х) . .
k=1 :, : . : . ..

)
"- 1 • 2(,,-k)-11.dn-kWn (Т) (Т - 6) d6,

L k=O

п = 1, 2,

(6)

(7)

... ,

k 00 ' , '.

d (- 1) r [1 f iJ ( ' 2k- Jd
n = (2k _ 1)! J -;;(.. 1'])] 11-. 1'] •.

9

.\ 1 0

Решение интегрального уравнения (1) при малых значениях d, когда

имеется одна трещина, записывается в виде [3]
I ,

W (х) = ~ [ф' (1 d ~ ) - ф' (Id~ )- u~ (х)1ах, " (8)

'"
где

, .' 1 00 OO e-i~ ( "';-; ) ,
иО (х) = 2л ) f (Т) d-r) :z (~) d6,

-00 -со

а ф'(х) определяется из уравнения Винера - Хопера

00

Jф' (Т) К* (Т - ~) d-r = л'\jJ (~)
О

(О ~ ~< (0). (9)

Здесь '\jJ (~) = t (d~ - l), причем эта функция аналитически продолжается

в область 2/б ~ ~ < 00 (б = d/l).
В качестве примера рассмотрим случай слоя с одной трещиной, распо

ложенной вдоль полосы Iх I ~ l, у = О . Пусть на поверхностях слоя у =
= ±d задано постоянное смещение противоположных знаков ±WO•

Используя точное решение (4), коэффициенты интенсивности напряжений

для правой kt и левой k'З вершин трещины в слое определяем по формуле

kt = Gwб-'/' V2l th Л/2б. (10)

(ll)

Найдем также выражения для kf на основе асимптотического решения.
В частности, для слоя большой относительной толщины (б > 1) из формул
(5) и (6) получаем . . ' . . ' .

kf = ОШОF' [1 - ~1 ~ еniб-2n + О (б-2N ) 1 '
,,=1 (= I

где

d ' dT 5 '
еи = -+ (i = 1, 2, 3); ез t = - -2- + 8'~; .

1 3 11 9 1 а .
езt = 4"" d1 - '16'".d1dз + '8 dз; езз = - 4"" dtdз + тdз;

d t = 0,8225; dз = -0,1353; dз = 0,0318. '
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для слоя малой относительной толщины (6 < 1) на основании формулы

(8) получаем

(12)

(13)

Если в бесконечном слое при указанных условиях имеются две равные тре

щины, расположенные в плоскости у = О вдоль полос а.,;;;;; Iх I .,;;;;; Ь, то,

используя точное решение (4), для коэффициентов интенсивности напряже-

ний k~a) (с = а, Ь) получаем формулы

2Gwob ch ~: ( sh n:; )
k~CI) = С* - -----,--

ch ~~ Vash л; (Ь*2- а*2) sh ': '

q, Р) - эллиптические интегралы первого

где

С* = кk- п (~ , q, Р);

VЬ*2 - а*2 К (р) п (2:..
Р= Ь" ' , 2'

a*=th ~~, Ь*= th;; , Ь*2 _ а*2

q = Ь*2 _ 1 t

и третьего рода соответственно.

Если исходить из приближенных формул (6), (7), то для слоя большой

толщины получим

k~a) = ~ ~~ {W~~:2 _ Со [ 1 + i г261"2 + i (- l1е4 + 6е2 + 5) 6~J} +

+ 0(151\

k(b) = G ул {woMr
2 + С [1 _!!:L 2.<:-2_L

2 , уь 2151 о 2 г UI Г

+ а; (584 + 682 - 11)151"111 + 0(15;-\

d _ V--- а d
М = 1 - -t (1 - е2) 151 , r = 1 - 82 , 8 = Т' 6, = ь ' (14)

_ _ _ _ _ w~оМ_:_[~( 1_+.:....-8--,-2)_K,--,('-.,;r):....-_2_E--,(....:.r)-'...1 _
Со =

26! {К (г) + d~ [(1 + 8 2) К (г) - 2Е (г») 0-;-2 +

+ d2 [+ (584 + 682 + 5) К (г) - (1 + 82) Е (г) ] 6~}.

Здесь Е(г) - полный эллиптический интеграл второго рода.
- 6k

На рис. 1 приведены графики зависимости величины kз = ~~ от
Gwo r /л

относительной толщины елоя 6, подсчитанные по точной формуле (10) (штри
ховая ЛИНИЯ) и асимптотическим формулам (11) и (12). При 6 = 1,1 относи

тельная ошибка значений kз , подсчитанных по формулам (10) и (12), состав

ляет 6%, а для б = 1,5 ошибка между точным значением kз и приближенным

(11) не превосходит 1,5%, причем относительная ошибка этих значений

очень быстро уменьшается с ростом 6 (для больших 6) или с уменьшением о

(для малых 6).
Рассмотрим клиновидное тело с углом раствора е = 2а, О .,;;;;; r < 00,

которое находится в условиях антиплоской деформации. Пусть вдоль по-
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лос ak < г < bk (k = 1, n), а = О имеется n трещин, берега которых свобод

ны от напряжений, а на гранях клиновидного тела заданы смещения или

напряжения.

На основе работы [4] и аналогии между продольным сдвигом и стацио

нарной теплопроводностью тел с трещинами [1] для определения производ

ной от смещения w (г, О) = w(r) получим интегральное уравнение

5 ~~Щw' (р) R (ln р/г) dp = лt (г), t (г) = - де' (г Е L),
L

(15}

где w*(r, 8) - смещения в сплошном клине. Ядро R(t) для заданных на гра

.нях клина смещений или напряжений соответственно имеет вид

n hnt (n ви
1) R (t) = 2а ct 2а' 2) R t) = 2а csch 2а •

Решение интегрального уравнения (15) будет [1, 4] таким:

m-I

г 1 /т {1 ~ р-2-Х (р*) f (р) dp l
w' (г) - -' - • + Р (г)

- агХ (г.) n L Р* (Р. - г*) n-I J I
(16)

J f Jb/a
Рис. 2

2Jf 2
Рис. 1
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Если в клиновидном теле имеется одна трещина ширины 2/ = Ь - а,

а на гранях клина заданы постоянные смещения противоположных знаков

+wo, ТО, используя формулы (16) и (5) (если в последней заменить х на г),

для коэффициентов интенсивности напряжений k~C) (с = а, Ь) получаем

Gw у2 (Ь'/, - а'/·) ь Gw У2 (Ь'/' - а'/·)
k~a) = о • " k~) = о • '. ( 17)

11 аа (Ь. - а*) УаЬ (Ь. - й*)

На рис. 2 приведены графики зависимости коэффициентов интенсив

ности напряжений k~C) = а У: k~C) от отношения ь/а для а = ~ (сплош
Gwo 2

ная линия) и а = л (штриховая) . С ростом угла раствора клина а коэф-

фициенты k~CI увеличиваются, причем k~a) всегда больше k~b).
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О РАСКЛИНИВАННИ ТРЕЩИНЫ

В УПРУГОй ПОЛУПЛОСКОСТИ

Проблема расклинивания упругой полуплоскости исследована в работе [11
и сведена к интегральному уравнению первого . рода с сингулярным ядром

сложной формы, которое решается асимптотическим методом. В настоящей

работе с использованием комплексных потенциалов Колосова - Мусхели-

IJ

у

1-------·1

. /J о

Рис. I

х
о а

Рис. :2

х

швили эта задача сведена к интегральному уравнению, которое обращается

приближенно в замкнутой форме способом аппроксимации ядра, предло

женным в статье [3].
Рассмотрим задачу о напряженно-деформированном состоянии полу

плоскости с краевым разрезом, перпендикулярным к границе. Направим

ось ох вдоль линии разреза, ось оу вдоль границы полуплоскости так, что

'область, занятая . телом, определится условием Re г >- О, г = х + iy . Пусть
кром ки разреза (рис.Т) 10, а] нагружены нормальными напряжениями а;) =
= а;; = р(х) , .t = 't~ = О. Производные от смещений точек кромок вслед-

ди+ аи: 00+ гв:
ствие симметрии удовлетворяют условиям -д = -д ' -д = - -д = g (х)., х х х х

Знак «плюс» обозначает, что данная величина относится к верхней кромке,

.а знак «минуо ~ К нижней. Граница полуплоскости предполагается свобод

ной от внешних напряжений .

Для решения задачи воспользуемся аналитическим продолжением

функции Ф (г) в область Re z < О:

58

ф (г) = - ф (- г) + zф' (- г) + Чi (- г).

Слагая и вычитая известные [2] формулы

иу - i.x y = Ф (г) +Ф (г) + zф' (г) + чr (г),

2f.t ( .~~ + i ~:) , хФ (г) - Ф (г) - zф' (г) - чr (г),

(1)

(2)

(3)
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