
, , Интегральные уравнения зада,tIИ о напряженном .состоянии трансвер

сально-изотропной цилиндрической и пологой сферической оболочек с раз-

резами (трещинами) приведены в работах [11, 141. '
Отметим, что использование сдвигсвой модели в теории изотропных

оболочек с разреэами позволяет уточнить 'результаты' исследований, полу

ченные на базе классической теории оболочек. Последнее достигается пу

тем более точного удовлетворения граничным условиям на берегах разре

зов, когда вместо принятого в классической теории условия на обобщенное

в смысле Кирхгофа перерезывающее усилие удовлетворяются физически

естественные граничные условия на перерезывающие усилия и крутящий

момент.
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Г. С. КИТ, И. П. Лысый

О ТЕРМОУПРУГОМСОСТОЯНИИ

ПОЛОСЫ С ТРЕЩИНАМИ

В работах [3, 4] рассмотрены задачи о термоупругом состоянии широкой и

узкой полос с трещиной, когда грани полос свободны от усилий. В настоя

щей работе определяются коэффициенты интенсивности напряжений в широ

кой полосе с продольными трещинами, . когда полоса зажата между двумя

абсолютно жесткими гладкими основаниями либо жестко сцеплена с ними.
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(3)

Пусть в бесконечной полосе шириной 2d имеется п трещин длиной 21k =
= bk - ak' расположенных симметрично относительно граней полосы. Бу

дем считать, что на гранях полосы заданы температурные условия первого,

второго или третьего рода, а берега трещин теплоизолированы.Тогда тем

пературное поле можно представить в виде суммы основного (имеющего

место в сплошной полосе) и возмущенного (обусловленного наличием тре

щин) полей, Задача определения температурного поля рассмотрена в рабо

те [2].
Изложим способ определения коэффициентов интенсивности напряже

ний k i (i = 1, 2) в полосе с трещинами. Коэффициенты k i , обусловленные

основным температурным полем, определяются решением задачи термоупру

гости для сплошной полосы с дальнейшим снятием усилий, возникающих

на месте трещин. Метод решения такой задачи при заданных на берегах

трещин нормальных усилиях a~y приведен в работе [11. .
Коэффициенты k l , обусловленные возмущенным температурным полем

и касательными усилиями и~y на берегах трещин, легко найти по известным
производным по х от смещений берегов трещин. В этом случае вследствие

антисимметричности термонапряженного состояния относительно линии

расположения трещин коэффициент k}= О, а k2 определяется по формуле

~k .. / с-йk
k= (- I)Ьгаk гj!n Нгп V (_ 1)Ьгаk (х _ с) дu (х, О) (1)

2 V2 (l _ Х2) х- с дх '

где с = ak или с = bk ; Х = v при плоской деформации; Х = О при плос

ком напряженном состоянии; Е - модуль упругости ; v - коэффициент

Пуассона ; u(х)-смещение верхнего берега трещин в направлении оси Ох.

Применяя к уравнениям равновесия в перемещениях интегральное

преобразование Фурье и учитывая граничные условия

1) аху (х, ± d) = О, v (х, + d) = О либо 2) и (х, + d) = v (х, ± d) = О;

(Jyy(x,O)=O(lxl<oo), (Jxy(x,O)=O(XEL), и(х, O)=O(x(f L), [=
п

= U Lk , [1< = 'а1<' bk ] , сводим задачу 1< решению дуальных интегральных
k=1

уравнений, из которых после перехода к ОРJ:lгиналу для определения и'(х)

получаем интегральноеуравнение

~ и' (~) я, (~ d х) d~ = - JtB}da~!I (х) + о, ~ t (~) Rz (; d Х) d~, (2)

L L

где t (~) - возмущенное температурное поле в полосе с трещинами; Do=
= (1 _ х), в 2 (1 - Х

2

) •
r:tt '1 Е'

к, (w) = 5е, (ч) sin чwdч (i = 1, 2).
о

Функции У!" (ч) для условий 1), 2) на гранях полосы имеют вид

1) :L} ('YI) = sh 2rJ + 2rJ У!, ( ) = sh 2Т] [1 -".2' (,,)1+ 21] ch
2

1]
'1 ch 2rJ+ l' 2 Ч ch 211 + 1

2) f.e
1
(ч) = 2rJ2 + х ch 21] + 1/2 (1< + 1)

х sh 211 + 211

У!, ( ) = (л + /l) ,,2 + Л. 5h2 1] + (л + 2/l) т] sh 211 + 1/2 (л + 2/l) .2' (,,) (2rJ ch 21] - sh 21])
2 Ч (л + /l)2 (х sh 21] + 21]) ,

У!, (ч) для граничных условий первого, второго и третьего рода на темпе

ратуру дается соответственно соотношениями 2]: У!, (ч) = cth Ч, ?f (ч) =
rJ th" + h*d .= th Ч, {f, (ч) = '1'] + h*d th '1'] ; л и (.t - коэффициенты Ляме; х = 3 - 4v для
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u Ф 3-v
плоскои де ормации, ох = 1+ 'v для плоского напряженного состояния;

h*- приведенный коэффициент теплообмена.

Отметим, что вторым слагаемым правой части уравнения (2) определя

ются касательные напряжения на средней линии сплошной полосы, обуслов

ленные заданной на + L температурой-н t (х). Если грани полосы свободны от

усилий, то ядра R1(w) и R2(w) совпадают, интегралы левой и правой частей

можно объединить (см. [3]), и тогда интегральное уравнение задачи термо

упругости совпадает с интегральным уравнением соответствующей силовой

задачи. Такое утверждение имеет место для любой односвязной области,

на границе которой заданы внешние нагрузки. При других граничных

условиях это не выполняется.

Уравнение (2) для широкой полосы (ь 2d > 1) решаем асимптоти
n- аl

чесним методом. Ядра R,(ш) представляем в виде

к, (ш) = ++ f a~)w2k-l, (4)
k= 1

['де

k 00

(1) (- 1) r [1 (О ()] 2k-1d
ak = (2k _ 1) 1 J - 'iLi 1'] 1'] 1].

о

Решение уравнения (2) ищем в виде ряда

и' (х) = ~ d-2nu~ (х).
n=О

(5)

(6)

Аналогичным рядом представим температуру t (х). Подставим полу

ченные ряды в уравнение (2), приравняем выражения при одинаковых сте

пенях d и применим к полученным уравнениям формулу обращения интегра

ла типа Коши. Тогда для определения и~ (х) получим рекуррентные соотно
шения

и~ (х) = лх\х) {S : {1]~ [a~y (1']) + ~o S ~o~'t~ d.] dТj + Рn- ! (х)J '
L L

, n- I
• ( 1 S Х (1]) { S (n (т) '\" S (1) • )и.; х) = л2Х (х) 1'] _ х Do 't _ 1'] d. -.t..J [an-kUn (т -

L L k= OL

(7)

D (2) ( )2(n-k)-ld 1d
- oan-kt k (.)] т - 1'] т f 1'] , n = 1,2, ' ,.

n

Здесь Х{г) = П [(г - aj,)(z - bk)]'/'. Рn-I (х) - полином (n-l)-й степени,
h=1

коэффициенты которого определяются из условий и (ak ) = и (bk ) = О. Рас-

полагая выражениями и~ (х), по формулам (6), (1) находим коэффициенты
интенсивности напряжений.

В качестве примера рассмотрим полосу с одной теплоизолированной

трещиной длины 21, когда грани полосы поддерживаются при постоянной

температуре ±То и зажаты между двумя абсолютно жесткими гладкими
т

<основаниями. Основное температурное поле [* = -f у не вызывает напряже-

нии в сплошной полосе на линии расположения трещины. Производная
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(8),

(9) 4f ':---!:-~--:---7-~;---:::-
f 2 J ~ f бff"

Н U U k- 4 (1 - Х) б k
а рисунке сплошнои линиеи представлена зависимость 2 = ~/' Z

EatTo r лl

от относительной ширины полосы В. При В -+ 00 k2 быстро стремится к тому

значению, которое имеет место для плоскости с трещиной. При б = 4 ошиб

ка между соответствующими значениями k2 меньше 4 % и быстро умень

шается с ростом В. Следует отметить, что величина k2 для всех б больше

соответствующего значения k2 в свободной от внешних усилий полосе с тре

щиной [3] (на рисунке эти значения нанесены штриховой линией).

;..' (х), найденная описанным выше способом с учетом выражения для t(x),
гр иведеиного в работе [3], имеет вил

и' (х) = () y~~o х2 {'1 (х) - 81'1 (х) В-2 - [84'1 (х) + 102 (+ - +х2) -

-'2 (х)] В-4 - [8~1 (х) + 8в (+-'2 (х») +

+10з(* + ~2 +'2(x»)]B-6 + о (В-8)} .

Здесь введены обозначения

I 2
8k = 2""" (Ck - ak) (k = 1, 2, 3);

- (84 + -}- 102) В-4 -

- (104 ++86 + {- Ез) В-6 - О (В-8)} •

1(3 (1) ).84 = -т та} +С1Е1 '

(
(1) ) ' ~3 а2 5 (1) с, 3 5 (2).

85 = т -2--С2 81-ваз +B(Cl-1)-""!6С1Е2-----тбаз,

5 (1) I 5.
106 = -таз -2"""СI8з + 2"" 8з,

, 1 (х) = +- х2 ; , 2 (х) = ~ - х6 ; В = -7- ;
С1 = 0,8225; С2 = - 0,1353; СЗ = 0,0318.

Коэффициенты a~), подсчитанные по формуле (5), равны соответствен

но a\l) = -1,2335; a~1) = 0,3579; a1I
) = -0,1542; а\2) = -0,4108: a~2) =

= 0,1182; а1
2
) = -0,0054. Подставляя выражение (8) в формулу (1), нахо

дим

ег» = ЕщТо yitL {1- B-Z_
2 + 4b(I-Х) 81
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