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МЕТОД ДИСТОРСИй В ЗАДАЧАХ

0& УПРУГОМРАВНОВЕСИИ

О&ОЛОЧЕКС РАЗРЕЗАМИ(ТРЕЩИНАМИ)

в связи с определенными математическими трудностями, как это неодно

кратно отмечалось в литературе, теория трещин применительно к оболоч

кам разработана очень мало; некоторые решения задач получены лишь в

последнее время. В данной работе изложен эффективный метод, позволяю

щий сводить задачи о напряженно-деформированномсостоянии оболочек

с разрезами (трещинами) к решению систем сингулярных интегральных

уравнений. При этом исходными могут быть уравнения теории оболочек,

базирующейся на гипотезах Кирхгофа - Лява, а также уточненных класси

ческих теорий, в частности теории оболочек с конечной сдвиговой жест

костью. Метод основан на том, что вместо оболочки с разрезами рассматри

вается сплошная оболочка, находящаяся под действием дисторсий, описы

вающих скачки перемещений и углов поворота на линиях, соответствующих

разрезам.

Дисторсии в теории оболочек. Приведем основные соотношения линей

ной теории тонких упругих оболочек, напряженное состояние которых обу

словлено заданным тензором дисторсии - симметричным тензором второго

ранга, несовместность которого приводит к возникновению собственных

напряжений. При получении этих соотношений воспользуемся следующим

представлением компонентов тензора {ец} геометрически малой деформации

тела, находящегося под воздействием поля дисторсий [7, 8];

еи = eij + e~; (i, j = 1, 2, 3). (1)

3 о s
десь eij - компоненты тензора дисторсии; е ij - компоненты тензора

упругой деформации, вызванные действием собственных напряжений ац

так, что

(2)

бij - символ Кроне-

e:j = ;0 (C: i ; - 1~ v CJааб ij) '
сдвига; 'V - коэффициент Пуассона;где G - модуль

кера.

Рассмотрим тонкую оболочку, отнесенную к триортогональной систе

ме координатных линий (а1 , (Х2 , у), являющихся соответственно линиями

главных кривизн срединной поверхности и внешней нормалью к ней. Для

такой оболочки в соответствии с допущениями классической теории Кирх

гофа-Лява

(i, i = 1, 2).

е1з = е23 = езз = О, 0"зз = О

на основании соотношений (l) имеем

s о

ец = ец + е., (4)

При этом компоненты упругой деформации e~; связаны с напряжениями
соотношениями

, 1 ( )" 1 с) s 2 (1 + v) (5)
еи = Е аu - 'VCJjj, t =/= / = ,~, e12 = Е 0"12'

где Е - модуль Юнга. Индексы 1, 2, 3 соответствуют индексам (Х1 , (Х2 , у.

Решая уравнение (5) относительно компонентов напряжений и исполь

зуя соотношения (4), находим

(i =/= j = ), 2),
(6)
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""Т, ~I')n 1)

Формулы, связывающие компоненты деформации eii в произвольной

точке оболочки с компонентамидеформации ее срединной поверхности, за

пишем в виде [2, 17]

где

8 j j + X jj"?
еи = 1+ k;-y (j = 1, 2), (7)

А 1 , А 2 , и, v, Ш, k1 • k2 - соответственно коэффициенты Ляме, перемешения

и главные кривизны срединной поверхности оболочки; 81' 82 - углы пово

рота нормали к срединной поверхно~ги.

Используя соотношения (6) - (8), для удельной работы деформации тон

кой оболочки [3, 171 получаем -выражение

V = 1~\2 {(8в + 822)2 - 2 (1- ") (811822 - +8~2) + '~ [(Х11 + '(22)2-

2 О О О О
- 2 (1 - ") ("tlХ22 - XI2») - 2[8н (811 + "822) + 822 (822 + "811) +
1- 'V О ] 2h2 О О О О+-2- 812812 - -3- [Хн (Xl! + "Х22) + Х22 (Х22 + "ХН) + 2 (1 - ") Х

Х XI2X~2]} , (9)

где

Х12 = Т! + k 1ffiz = Т2 + k2(f)1;

h

8~; = ih Se~idY (i, j = 1, 2);
-h

(10)

h

X~; = 2~3 Sei/ydy (j = 1, 2);
-h

h - полутолщина оболочки.

На основании выражения для удельной работы (9) и ее дифференциа

ла О71

dV = N!d8fj + 512d812 + N2d822 + M!dxfj + 2H12dx !2+ M 2dX22

устанавливаем связь между усилиями N1 , N2 , 512' моментами М1 , М2 , Н12 ,

компонентами деформации срединной поверхности 8il' Хц и компонентами

тензора дисторсии 8~, X~:

Ni = В [8а + "8/; - (8?i + v8~j)l,

,Mi = D! [Ха + V"/i - (X?i + VX~/») (i =1== j = 1, 2), (11)

S в 1 о о
12 = 2" ( - ") (812 - 812), н12 = D1 (l - ") (Х12 - ХI2),



где

В=
2Eh

1_,,2

Используя выражения (11), компоненты деформации срединной по

верхности представим в виде

Здесь

~ + О ' + о8 0 = 8, ; 8 ,;, 'Х,,; = 'Х,,; 'Х,н- (12)

(13)

• 1 s 3
еи = 2Eh (N, - '\IN;), 'Х,а = 2Eh3 (М, - '\IMj) i:;f=: j = 1,2;

, 1+" S в 3 (1 Н
812 = Eh {2' 'X,1 2 = 2Eh3 + '\1) \2·

Введем дифференциальные операторы Ц;, L~, действующие на некото-
рые функции 'Фk ' следующим образом: .

LO д дА; д
н (Ф{, Ф2, фз, Ф4, Ф", Ф6) = -д- (А;Ф\) - -д- Ф2 + -д-' (А,Фз) +

щ щ щ

+ k, [-дд (А;Ф..) - ддА; Ф5 + 2 -дд (А,Ф6) + '2 kkl ддА; Ф6] , i = j = 1,2,
щ щ см ; а,

(14)

LO Ф Ф Ф Ф k k Ф I {[ д А дА2
зз ( \, 2' фз, .., 5) = \Ф{ + 2 2 - А1А2 да! ( 2ФЗ) - да! Ф.. +

+ -дд (А\Ф5) + ддА1 Ф5] +
а2 а2

д 1 [ д дА! д дА2 ] }+ да2 А; д~ (А,Ф..) - да2 Фз + да! (А\Ф:;) + да! Ф5 -

Тогда уравнения равновесия и совместности деформаций в усилиях

ментах можно представить в виде

L~;(Ni' N ;, S i;, M i, М;, нн)= -..А;А;Х{> i:;f=:j= 1,2,

L8з (N\, N2,M{, М2, H\z) = г.

LO(" S S S 1 ')о 'Х,;;. 'Х,а, - 'Х,о, - 8i/. - 8и, 2 8,; =

и МО-

(15)

LO ( о О О U О 1 о)= - ,; 'Х,;;, 'Х,и, - 'Х,ijo 8;;, - 8и. 2 8,; , i:;f=:i = 1, 2. (16)

LO « s в s 1 <) LO (о о о О 1 о )
ЗЗ 'Х,22. 'Х,I\, -822, -811, 2812 = - зз 'Х,22. 'X,ll, -822. -811. 2812 ,

где 8/;, 'X,~j выражаются через усилия и моменты по формулам (13); Х;, Z-KOM
поненты вектора интенсивностизаданной внешней поверхностной нагрузки.

Если в уравнения (15) подставить выраженные через перемещения с

помощью соотношений (8), (10) усилия и моменты (11), получим систему

уравнений равновесия оболочки, находящейся под действием поля дистор-

сий, В перемещениях: .

(1) L(2) L(3) LO В ( о О ) В ( О О) В (1 ) оL,;и + (;V + и W = (; [ 8 ;; + '\18;; , 8;; + "8u • 2 - '\1 812,

й, ('X,~' + ,,'Х,1;). о, ('Х,1; + "'X,~,). о, (1 - '\1) 'X,~2]. i:;f=: j = 1. 2. (17)

L~~u + Ц~и + Ц~)W = Lзз [В (8?I + '\I8g2). В (8~2 + "8~д,

о, ('Х,?I + "'X,~2). D\ ('X,<~2 + V'X,?l). D1 (1 - '\1) 'Х,?2].
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Здесь L~f, L~~ (5 = 1, 2, 3) - дифференциальные операторы не выше чет
вертого порядка с переменными коэффициентами. для круговой цилиндри-

ческой оболочки (А 1= А 2= Р, k1= О, k2 = *) система уравнений (17) при

нимает вид

(18)

где

iP 1-" д2 1+" iP дL 11 = --2 + -2--2-; L 12 = L21 = -2- д д ; с; = LЗI = "-д- ;
~ ~ ~~ ~

Lzz =~~ + .-!!- + ci [2 (1 - ,,)~ +~];
2 aai дa~ дат дa~

Lzз = LЗ2 = -дд{1-СТ[(2 - ,,)~ +~]};
а2 да, д1Х2

2 2 2 iP iJ!. 2 h2
•

Lзз = 1+ C1V "12; "1 = -д2 +-д2 ' С1 = 3R2 ' (19)
а\ а2

1-" де?2] h2 [. д о о дХ?2 ]+---- +- -(x22+ vxl1)+2(I-v)-- ;2 aal 3 да2 aal

R - радиус срединной поверхности оболочки.

Учитывая структуру уравнений (15), (16), введем в рассмотрение, сле

дуя В . В. Новожилову [9] и К. Ф . Черных [19], комплексные усилия и мо

менты

NI = н, - iDoйx2z, N2 = N2 - Шоах~\, S12 = S12 + iD oa x f2,

МI = МI + Шоа~2' М2 = М2 + iDoйel\' Н12 = Н12 - Шоа e~2 ,

где i = V 1; а = hlY3 (1 - ,,2) ; Do= 2Eh. Очевидно, что

- - -
н, = ReN l , N2 = ReN2• S1 2 = ReS12•

s IIN- s IIN s IIS-
Х11 = --D m 2. Х22= --D m 1, XI2=-D m 12'

ой ой ой

На основании этих выражений и соотношений (11) - (13) записываем
- - 1 - -

Mt=-аlm (Ni+vNд, B:t=vRe(Nt-vNj), i=f=j= 1,2,
о

- s 2 (1+,,) S-
Н12 = а (1 - ") 1т S12' е12 = D

o
Re 12'
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(23,-

Умножив каждое из уравнении совместности (16) на -iDоа и сложив:
их с уравнениями равновесия. получим систему уравнений в комплексных

усилиях и моментах:

0--- - --
Lk; (Nk• н; S k;. M k• М;. Hk;) = - AkA,Xk+

и: (о О О О О 1 О )+ t .а "';;. "'kk. - "'k;, 8;;, - 8kk, 28щ. k =1= i = 1. 2,

О - - - - - • О (о О О О е?2)
Lзз (N1• N2• M j , М2, H j2) = z + tDrf1Lзз "'22, "'11, - 812, - 811, -2- .

Если теперь заменить в этих уравнениях комплексные моменты их выраже

ниями через усилия (22) и ввести комплексную функцию Новожилова, пос

ле преобразований, аналогичных [19], получим систему уравнений в комп

лексных усилиях . Так, для круговой цилиндрической оболочки , находя

шейся под действием поля дисторсий, основное комплексное уравнение имеет'
вид

( V2V2 + a{F2 + i2b2~) f.j = - о, {(V2 + ]+ i/1V2)(~ 8?I -
а2 aa l да?

дa~a2 8?2) + V2 =~ ~2 + R [( =r - i/1V2 =~) "'?, +

+ 2i/1V2 oo~a2 "'?2+ (1 - i/1 V2) =~ "'~2]}' (24).

2Ь2 R l-v
где = а' /1 = ~. При этом комплексные усилия N j и N2 выра-

жаются через основную функцию N соотношениями

N2 = 2bl2 V2iJ + 2ШЬ; [~8~2 + (1 + i/1) -;.. 8?I - (1 + i/1) ~ 8?2+
даl да2 да! а2

+ R (1 - i/1-;") ",? - i/1R(~"'~2 - 2д ~ "'?2)] , Nj = N- н; (25).
да2 да, а1 а2

Выражения для производных функции .$12 имеют вид

aS12 = _ aN2_..!!!- aN + iD а [дХ?! _ ах?2 __1_(д8?' _ д8?2)],
да! да2 R да2 о да; да! R 002 да1

aS12 = _ aN1 + Шоа (axg2 _ ах?2 ). (26).
д~ OOL д~ ~

Нетрудно проверить, что они совместны в силу основного уравнения (24).
Пренебрег ая в приведенных выше выражениях подчеркнутыми членами,

приходим к соотношениям технической теории [2] цилиндрических обо

лочек.

В теории оболочек с дисторсиями важную роль играет теорема взаим

ности. Если рассмотреть два различных напряженно-деформированных со

стояния оболочки, обусловленных двумя системами внешних усилий и полей
О' 0"

дисторсий ei' и ец , нетрудно убедиться в справедливости следующего соот-

ношения:

О 2Eh SS{ " О' О' • О' О'
А 1 2 + 1 _ v2 G 811 (811 + "822) + 822 (822+ "811) +

1- v .. о- h2 [. О' О' О' О'+ --2- 81 2812 + -3- "" ("'11 + ""'22) + "'22("'22 + \''''11) +
+ "'~2"'?;J} AjA2dajda2 = Ag1+ 1

2!!-h
V2 S) {811(8r, + "~;) +
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'О" о" ·1- '\1 'О' h2 'О" о"+ 822(822 + "8\1) +-2- 812812 +Т [XII (XIJ + "Х22) +
+ Х;2 (xr; + "ХТ;) + Х{2Х?;] } A 1A2da jda2• (27)

Здесь А ~2 (Agl) - работа внешней нагрузки первого (второго) состояния
на ттеремещениях второго (первого) [1-7].

Соотношение (27) представляет собой обобщение принципа взаимности

Бетти на случай, когда наряду с действием внешних нагрузок напряженное

-состояние оболочки обусловлено также заданным полем дисторсии. На осно

вании этого соотношения можно получить в квадратурах решение задачи о

напряженно-деформированном состоянии оболочки, обусловленном задан

ным теНЗ0РОМ дисторсии, если известно решение соответствующей задачи

в случае сосредоточенной поверхностной нагрузки .

Изотропные оболочки с разрезами (трещинами). Рассмотрим упругое

равновесие тонкой оболочки с системой сквозных разрезов (длины разрезов

велики по сравнению с толщиной оболочки), произвольным образом распо

ложенных вдоль координатных линий. Предположим, что оболочка нахо

.дится под действием внешней нагрузки и к противоположным берегам раз

резов приложены равные по величине и противоположно направленные

усилия и моменты. Напряженное состояние такой оболочки можно предста

вить в виде суммы напряженного состояния, вызванного внешней нагрузкой

' в оболочке без р,азрезов, и возмущенного - вызванного наличием разрезов

, (трещин) . Напряженное состояние в оболочке без трещин будем считать

известным. Граничные условия на контуре разреза lpv, расположенного

' вдоль линии а\= a~, В таком случае имеют вид

(28)

. . "1 "'/ ""*1 ,, '
' где Ql - перерезывающее усилие; N I

PV (а2) , S р» (а2) , QI р» (а2) , м \р\' (а2) -
' заданные при а2 Е lpv функции; знаками «+» и «-» отмечены граничные

значения функций на берегах разрезаa~ + О и a~ - О соответственно. Ана-
, о

. логично на контуре разреза qrs, расположенного вдоль линии а2= аг , по-

лучаем

(29)

Пусть k - общее количество разрезов (трещин) в оболочке. Если обо-
• о о •

значить через f!1 и f!2 количество линии а1= ар и а2 = аг , вдоль каждои из

которых расположено тр и п, разрезов соответственно, то

11. 11,

k --.:. k 1 + k2 , k1 = ~ то, k2 = ~ п..
fJ=1 г=1

Рассмотрим наряду с оболочкой с разрезами идентичную оболочку с сосре

доточенными на месте линий разрезов дисторсиями. При этом будем требо

вать такого распределения плотностей дисторсий вдоль указанных линий ,

чтобы обусловленное ими ' напр яженно-деформированное состояние тож

лественно совпадало с напряженно-деформированным состоянием в оболоч

"е с разрезами. Тогда, учитывая, что перемещение и, V, W и углы поворота

~:- 82 претерпевают скачки при переходе через линии разрезов, и рассмат-



ривая их как обобщенные функции [1], на основании соотношений (8), (10),
(11), (28), (29) для компонентов тензора дисторсий получаем выражения

0",1 .\: о О ",1 о
81I = ~! Af [и (a2)k Jv u (а1 - ар), 822 = ~2 A~ [v (at)]qrs б (а2 - аг) ,

о ",1 о'" 1 .\: О
812 = ~1 АР [v (a 2)]lpv б (а! - ар) + ~2 АГ [и (at)]qrs u (а2 - аг) ,

, 2

х?, = - '" -А1 {[8! (a 2)]lpv б (а1 - a~) +~ [w (a2)]lpv-дд б (а! - a~)}-
~1 } А, а1

1 дA~ о
- ~2 A~ (A~)2 д~ [w (a1)]qrs б (а2 - аг) , (30)

Xg2 = - ~2 ~2 {[82 (at)]qrs б (а2 - a~) + ~; [w (a1)]qrs д:2 б (az - a~)}-

'" 1 дA~ о
- ~1 (Af)2 Ag да} [w (a 2)]lpv б (а! - ар),

о '" {l д 1 k
g

} оХ12 = - ~l Ag да2 Af [w (az)]lpv - А? [v (a2)]lpv б (а1 - ар) -

'" {I д 1 k~} о
- ~2 A~ да) A~ [w (aj)]qrs - A~ [и (a 1)]qrs б (а2 - аг) .

Здесь и далее

[f (aZ)]I/Jv = f~v (a~ + О, ( 2) - fL;w (a~ - О, (2) \1 а2 : а2 Е 1pv,

[f (az)]lpv = 0\1 а2 : а2 ~ 1/Jv, (31)

[f (al)]qrs = и. (а1 , a~ + О) - Г;;. (а1 , a~ - О) \1а1 : atE qr"

[f (a 1)lqrs = 0\1 а1 : а:1 ~ qrs (f = и, v, W, 8 t , 82) - скачки перемещений и углов

поворота при переходе через контуры разрезов l/JV и qrs соответственно,

Aj = А,I о, А! = А,оl о (j = 1, 2), k~ = k1 1 о,
at=CLo а2=а, а2=аг

б (а: - a:~) - функция Дирака.
Подставив выражение (30) в уравнения (15) - (17), получим систему

разрешающих дифференциальных уравнений в усилиях, моментах и пере

мещениях, учитывающих наличие в оболочках разрезов (трещин). Рассмот

рим далее такую систему уравнений, записанных в перемещениях. Обозна

чим через

о: иl0 • и: . из. .) о: (и1 • о и: о ИЗО ~)
/JV ( р" = ирv, /JV = vpv, /JV = wpv , г. г. = Игs, rs = Vrs, rs = Wrs

решение этой системы в случае, когда в правых частях уравнений вместо

скачков перемещений и углов поворота на линиях 1р" и qrs заданы соответ

ствующие сосредоточенные факторы. Тогда формулы для определения пе

ремещений в произвольной точке оболочки, вызванных скачками переме

щений и углов поворота на линиях разрезов, могут быть записаны в

квадратурах

иi (а: 1, а:2) = ~ 1 5и; (а1 , а:2• ~pv) [f (~PV)]lpv d~pv +
lpv

+ ~2 Sи; (а:1, а:2, ~rs) [f (~rs)Jqrs d~rs (И1 = и, И2 = V, иЗ = w). (32)
Чгs
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, " На ',:основании выражений для ' перемещений (32) l J:!9 : со().тветствующим',

формулам определяем усилия и моменты в оболочке, :f:ЩqВРf!I-IыеЛРРlJЗВQ-!IЬ7 '
ным распределением скаЧ1<ОВ перемещений и углов поворота 'B,lJ:Q~b разре

зов. Если затем .кнайденным величинам усилий ' и моментев -прибавитв их

значения в оболочке без разрезов и требовать, чтобы суммарные величины

удовлетворяли заданным на берегах разрезов условиям (28), (29), получим

систему '4k сингулярных интегральных уравнений для нахождения функций,

определяющих скачки перемещений и углов поворота. Таким образом, за

дача 06 упругом равновесии оболочки с разрезами ' сводится к. решению си-

стемы интегральных уравнений. ' '
Пример 1. Цилиндрическая оболочка с периодической системой параллель

НЫХ ,' разрезов (трещин) . Рассмотрим замкнутую бесконечную цилиндриче

скую оболочку с системой k параллельных периодически расположенных

продольных раареэов (Ial.<ао, ~ = 2n;, ГL = О, +1, +2, ... , + 4- при k
, k-\ k '

четном, n = О, ±1, ±2, ... , + -2-' при нечетном), Ц~HTPЫ которых нахо-

дятся на окружности а - " О. Здесь а = ai, ~ '= а2 , ао= l/R (1- полудли
на разреза).

Пре,ПДОЛОЖИМ, что напряженно-деформированноесостояние оболочки

без разрезов (трещин) осесимметричнои берега разрезов свободны от натру
зок. Тогда напряженноесостояниеоболочки с k разрезами будет циклически

симметричным. С учетом этого далее будем рассматривать цилиндрическую
, п ' " - ' " '

паиель I ~ I < т с трещиной Iа I < d,o, ~ = О. в этом случа~ поле дистор-

сии (30) принимает вид

где

в?; ' е?2 = 'X?l~ Х?2 = :О,
О I ' о '; ' : ' О ' , \'"

В22 . Jr[V (а) ] бф), Х22 -.- Jr [82 (сх) ] б ф),

(33)

, [и (а)] _. ~+ (а , + О) ~ и~ (a, ~ O) V a: '~ I <ао;
! ~ '. ' ~ ( '. , - ~ ;

[8.2 Щ)J =8t , (а , .+ 0),- 8; (а, О) V а : Iа I< ао;

,-Iv(?-)] = [82 (а) ] = О Vа: Iа1>- ао•

Подставляя те~ер~" вьiраже'н Ия, (33) в (19), а затем полученные соотно
шения для gk- В систему уравнении (18) и учитывая условия циклической
симметрии ' ' , ,

1,/ , > . ' 1 ' 1.

. .' О , aw О ' R n
и=,' ---щг-= ПрИ 1J + 7l "

реШение этих уравнений ; затухающее на бесконечности, записываем в виде

. f ·= я (L 2/ qJ2 + P 2f"Y2)' f = и, и, ш. . (34).~...
Здесь "

' , ' " " , . 2 2 " " 2 . ' , " ~ 1 : ' 2
,L2u = д1 [(val - д2) '112'112 -'-'La2], Р2и . д1 (v

2д, ...:.-'д2 - д2) -
, - ~' . , . ~

- cr ('1'~ ,,2
) д~д~; ' L2u = a2PV2V2,+ д2 { д~P + 2дr [L + " (2 - ") ar] };

Р2U =д2 (I\Р + Р ~+ 'var)+ cr (l '- v) дiд2 ('112'+ ai~ "д~);

L2w = , с-2дi + д~ [(4'~V2) aI + (4ai + д~) (д~ + I)J; (35)

Р2ш = ~ р'l '112\72·~'Pд~ ; . L " . (2 - ") ar + д~; Р1= var + д~;

р- (2+") д; +-)д~; г; = д~'; 'д2 = :~ ;. с2 = 1 ~ v2
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л (38)

. ~ .

' Ф2 (а. f3)'- n~ f х; cos kn') S [v (~)) о, (~ ,~ а) d~~
n=О -а"

сх. ай .

Ч'2(а.~)=- ~ ~ л'nсоskn~ I [82(~))Фn(~"~~)-d~;
n=О -а. : "

функции - Ф, (~ - а) имеют ' вид ,

1 [ I . . " , I;J ~ '
, ФО (z) = - 16a~0 2a~0 . г

а

ео
1z

! (соз a20z + SiП,а201 z 1):- ~ \ .•. .

1 e- a.,lz\ r 2 2 '
Ф. (Z) = 2 2 2 2 , 2 (Ь21 (Р2) - q21) + 2a21P2f Q21) cos b21z +

i P?I+ <121) q2J (aZI + b21) . . ,"' , '

+ (а2! rPJl - q~l)"- 2b21Q21P21) ~in Ь21 1 г 11+ 2( P~l ~q~\ . Z2 + Р21) 1z I}, k = 1.
] ~ . -a;nlzl

о, (z) = Х-' ~ е 2 2 [(Ь;nС;n - а ;nВ;n) cos b;nz +
п ;=\ q;n (а;n + bin)

,+ (а/nС;n + ЬjnБ ;n) sin Ь;n 1z 1), п >- 2; х, = 2 '(С[n+ 8[,,};' • ! !~ \

C1n = (Р2n ~ Р\n)2 + Q~n - qin, ' Б 1 n = 2 (Р2n -т-т- P 1n) Q\ n, Сэ« -:- (Pln - р2n)2 +
. 2 . 2 :+ Qln - Q2n. Б2n = 2 (Р!n -Р2n) Q2n;-': '

... . ~ .

а/n. Ь/n - соответственно мнимая и действительная части корней характерис-
тическогоуравнения ' . , , " . , ' .

s8 + 4k2nd56 + (6k!n4 - с-2) 54 + 4k2n2 (k2n2 ~ 1)2 + k4~4 (k2n~ - 1)2 ' ' о. (36)

Выражение -для Ф, (а) при, k.> J имеет аналогичный .Ф~ (а) при п > 2 вид.

поскольку в этом случае уравнение (36) при n = 1 неимеет нулевых- корней.

Подставляя выражение для перемещений (34) в формулы для опреде

ления усилий и моментов (11), записанные с помощью соотношений (8), (10)
через перемещения, находим усилия ·и моменты в оболочке', вызванные про

извольнымраспределением скачков перемещений [v) и углов - поворотаг [82}

на линиях разрезов. Если к найденным усилиям и моментам прибавить уси

лия и моменты в оболочке без разрезов и потребовать, чтобы суммарные ве-

личины удовлетворяли условиям свободных берегов разрезов , . ,

N2 (а, О) + Ng(а, О) = О, М2 (а, О) -+- Mg(а, О) = О V а: I а 1~ ао, (37)
с использованием некоторых результато~ раБОТ~I [4)~ля опреде~е~ия про
изводных функций [v), [82] получим систему СИНГУЛЯрНЫХ интеграл,Ь;НblХ
уравнений . ' '. ' , . . :' -+-

1

2~ ~ ~~~) du = :- а";(5), 151 ~~J , (т ~1, o2),
- 1
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I о с; (1 - \') (3 +\')
'2 = Rc М2, ан = 1, ai2 = а2! = - 8с(! +\') ,

d
а22 = 3 - 2" - ,,2 - + (3 - 4" + ,,2) - усилия и моменты на линиях раз-

резов в оболочке без разрезов.

Функции ~; непрерывны для всего множества действительных значе
ний s, и и имеют вид

о' [ I ! kz J о
'1'11 (z) = kao 7i'Z - Т cth -2- - Ч'н (2) , '1'12 (z) = - ka o'1' 12 (2),

'1'~2 (2) = kao[ ;z - +cth ~ - Ч'22 (2)], Ч'~I (2) = - kаОЧ'2j (2),

! !'1'11 = Т (a22k il - a2ik I2) , '1'12 = Т (al1k i 2 - aI2k l1 ) ,

+ kЗz3

3 shzJ:!...
2

12\

( -- Z) [ 1 ? ]+ ,,2 1 - е у2ё cos ---:=- sgn 2 + 2 - - 3 (l - ,,2) - с! (l - ,,)2 Х
У 2с с2

Х 2tsgnz + 4 ~ {_!_.~_!_ -Q;nI 21 [А(З) Ь . +
2 2 ~ Х ~ е {n cos {n2 sgn 2

Р21 +q21 n=1 n ;=1 q;n

+ A~~ sin Ь ;n2] + e-kll
!2! [ - +(l - ,,)2 knz - +(l - ,,2) sgn 2 +

+ ~l «1 - ,,2) kЗnЗzЗ - 3 (5 - 4" -- ,,2) k2n2z2 sgn 2 + 3 (11 - 12" + ,,2) knz)]} ,

о 2 t sgnz 4 ~ { 1 ~ е-й;n lz/
K i 2 (z) = к: (2) - 2 (1 + сl) P~I + q~l +С~ х;;- ~ q;n Х

Х [D}~ cos bjn2 sgn z + D~~ sin b;nZ] + K~ (2)},

! I 2
чr21 = Т (a22k21 - a21k22) , '1'22 = Т (a l1k 22 - aI2k21) , d = аl1а22 - a12,

121

Ки(Z) = ""!""(1- _k_Z_)cth _k_z-(1- ,2t -е- У2ёсоs~)sgП2 +
2 sh kz 2 P~I + q~1 У2с

00 [ 2 -а 'n121
"" I "" е' (1) (2) •+ 4~ х;;- ~ q;n (А;n cos b;nz sgn 2 + А;n ып Ь;n 2) +

++гknl2, ( k;Z -sgn2)], К22 (2) = {-[(1_,,)2_ ~i (11-12,,+,,2)] х

х (~-1)cth .з:_ cI (1 - \'2) [( kЗz3 _ 4) cth l:!- +
sh kz 2 32 kz 2

sh2 -2- sh kz

1+ -;-2 ci (5 - 4" - ,,2) (-sh-~_2=-Z~-z~ - 4) cth _~_z +

К21 (z) = K~ (2) - 2 (l - зсi) : sgn z') +
Р21 +q21

++~ {;n ~ е~;:IZI[Dr,; cos bjnzsgn z + D~~ sin b/nz]+K~ (2)} ,



(39)

о ci (1 - " ) [('
К1 (z) = - 32с

kЗzЗ _ 4) cth k
2
z + kЗzЗ +

kz kz5hZ- shkz 3shZ-
2 2

+ ;2 (5+ЗV)(I-V)2( kZZ:Z -4)cth ~ - lC6(l1+5v)(l-v}2Х ,
shz

2
~ 2

Х ( s:~Z - 1) cth ~ - »е- У2с sin V2ё ' Kg(z) = ;~ гknl2\ х

Х [( 1_ v) (knz)З _ 3 (5 + 3v) (1 - ") (knz)2 sgn z + 3 (11 + 5v) (1 - ") knz] '
I +v I+v'

t = 1 при k = 1 и t = О при k > 1,

А(!) - t( i) 2k2n2dt.i) + k4n4Et.!) A t.2+ i) - (1 _ v2) t \i )
[п - [п - ,N /n, ,n - ,n-

- 2k2n2(2 -v - v2 - CI (1 - v)] d~i~ + [(5 -4v-v2) k4n4 ++_
- cf (l - v2) k4n4

- 4k2n2(2 - v - V2
)] E~~ - 2 (l - v) (l - k2n2) 2 k2n2B}2,

D}~ = (v + k2n2c2 (2 - 3v + vЗ)] d~~ - k2n2 [l + k2n2c2 (1- V)2] E}~,

D (,2+ i ) - D\!) + 2k2n2c2 (2 - v - v2) Е(,;) i - 1 2 вР) - В/n - т InO - , , In - [п,

B~~ = С ;n, t}~ = r jnE}~ - s;nE}~, '~~ = r ;nE}~ - S;nE}~,

d}~ = s;nC;n + Г ;nВ;n, d}~ = SjnB;n - Т/nС;n, Tjn = p}~ - q~~,

s;n = 2P;nQln, E}~ = Р;nВ;n + QlnC;n, E}~ = Q/nB/n - Р;nС/n-
для построения решения системы уравнений (38) целесообразно вос

пользоваться одним из прямых методов решения сингулярных интеграль

ных уравнений [5, 6, 18]. Ниже для нахождения функций Qm применяется

обобщениеметода Мультоппа [6] . Применяя этот метод в случае, когда Ng =
= const, Mg = О, дЛЯ определения коэффициентов интенсивности [15] К1
соответствующего усилию N2 , и КЗ - моменту М2, получим формулы •

I N /2 ' 1 N /2

К! = "2 NgV Rao~ A2/_ I , к, = "2 NgRc V Rao~ B2/ _ I _
;= 1 /=1

Здесь

N/2 N/2

А 4 ~ (1) 2 ' 1) 8' В 4 ~ (2) • 1
21- 1 = - ~ <ру cos( / - у. 2/- 1 = - ~ <ру cos(2} - ) 6у;

n '1'= 1 n ,V=I

<p~), <p~) - корни системы алгебраических уравнений
N/2
~ (1) R (2) 1
~ (ату<ру + ",тУ<РУ ) = •
v=1

N/2 ,

}: Ф~v<рtl) + a~y<p~» = О, т = 1, 2,
'1'=1

.__ . ,

где

1 - о ".о
ат" = 2N ['I'ту + '1'11 (Zt) - '.t'11 (z:J];

О 1 • ".о ".о
ат" = 2N ('I'ту + '.t'22 (Zt) - '.t'22 (z:J];

1 о о
f3mv = 2n ('1'12 (zt) - '1'12 (Z2)];

f3~'I' = 2~ [чrgl (zt> -- чrgl (Z2)J;

( 8 8 , " 2m-I
г! = ао (cos 8т ~ cos 8'1'); ZZ = ао cos т + cos у) , 8т = . 2n ' , л;

• I [ вт :r в, вт :r вv ~]
'1'т" = sin вт ctg 2 + tg --2- - -
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Верхний знак берется в случае , когда число Iт - 'v I нечетно, а нижний,

когда оно четно .

На ЭВМ «Минск-32» произведен численный анализ задачи для следую

щих значений параметров оболочки: R = 0,15 м; h = 0,0015 м; 'V = 0,3.
Контроль сходимости решений системы алгебраическихуравнений произве-

ден методом сравнения величин 1jJ~) (i = 1, 2), вычисленных при N = М и
N = 2М соответственно . В рассмотренном случае оказалось возможным для

достижения точности 1% ограничиться N = 30. .
На рис. 1 представлена зависимость относительного коэффициента ин-

тенсивности к; = К1/Ng от относительной длины и количества разрезов.
Из приведенных графиков видно, что изменение

коэффициента интенсивности мембранных усилий

(К1) при сближении контуров разрезов (увеличе

ние k) носит немонотонный характер.

Задача о напряженном состоянии замкнутой

цилиндрической оболочки с продольной трещи

ной в случае, когда в качестве исходных при

няты уравнения технической теории оболочек,

рассмотрена в работе [12].
Пример 2. Замкнутая цилиндрическая обо

ао ·. лачка с периодической системой коллинеарных

разрезав. Рассмотрим замкнутую бесконечную

цилиндрическую оболочку с системой k перио

дически расположенных вдоль, окружности а = О разрезов (трещин).

Пусть оболочка растягивается на бесконечности равномерно рас

пределенными усилиями постоянной интенсивности Nо.Напряженно

деформированное состояние такой · оболочки будет циклически сим-

метричным, . что . позволяет исследовать цилиндрическую i па-
, 11: . • .

~ нель I ~ 1,~ т с разрезом I ~ I ~~o, . а' , .О (начало координат выбрано

. посредине разреза, 2~0 ~ центральный угол раствора дуги; вдоль которой

.расположен разрез). Поле дисторсий (30) в этом случае принимает вид )
, .

О ' '. О О О '
8 22= 812 = Х22 = XI2 = о,

о - 1 ~ о 1
811 ' , .R [и ф)] ,и (а) , XII.= - R [81 (~)] б (а),

где

{и ф)] = и+ ф) .,- и: ф); [81 (~)] = 8t ф) - 81" ф) y~ : I~ I< ~o; ,
. . ~ .' - ' . , . - - - \ ;--

[и ф)] = [81 (~)] = О V ~ : I~ Iэ- в,. . .,

(41)
. r, .. . ..'"
t . ~. " . .

для определения разрешающей функции N в рамках технической теории [2]
получаем формулу '- : " ,. . ~\ . ', '; . .

(: , ,-

lIЛЯ построения решения рассматриваемой задачи воспользуемся раз

решающим уравнением (24) .для -круговой.цилиндрической оболочки, запи

санным в комплексных усилиях. Подставим выражение (40) в уравнение

(24). Используя затем 2л/k-,периодическое по координате ~ фундаменталь-
ное решение уравнения ," ,' . , .. . ;\.,

(TiPV~ + i2b2 :~2 )Ф . б (а) б (~- 8),
~ ~ . -'

38 х Фю, ~-=- 8) dH.



Здесь

00

ф (а, ~ - 8) =~Фm (а) cos kn Ф - 8)d8, m=kfJ;
, n=О .

Ф ( ) _~ - 0(1- 01a.1 _ ~. '
о а - .l6b3 е . 8Ь2 . '

( 1)НI +'Ь ', Р,m = - ajm l [т »

, Ь

5,,! = 2т2 •

На основании формул (21), (22), (25), (40), (41) определяем усилия и мо
менты в оболочке, вызванные произвольным распределением скачков пере

мещений [и] и углов поворота 181] вдоль разрезов. Прибавив затем к най 

денным величинам усилия в оболочке без разрезов и потребовав, чтобы сум

марные величины удовлетворяли условиям свободных берегов разрезов

N1(0,~)+N~=0, M1=OV~:I~I~~o, (42)

для определения фУНКllИЙ

1 d . 1 d
Р1 ф) = R df\ [и (~)], н, ф) = 2Ь2 d~ [81 (~)J ; ,

в новых переменных

получим

1

. ~ ~
- 1

Здесь

систему сингулярных интегральных уравнений

2 1 •

Q~(1;)~ л ~r о
s _ ~ -+ ~ tll

1

Q ;Ю ч., (5,~)d~ .= [, (5~, 151 < 1 (г = 1,2).

(43)

• . .- _. 00 .-'. •.._- \ ,. , f

Ч!22 = 4- ш (5, ~) + 2аZЧ' 1I + 2Ь2 ~ ,~~ siпnw (5, ~), г = 1+ ').,,252,
n= 1 ' ,

.' , ..- . ";

1 1 _ 3-2v-v2

Dm= Аm (5mЬm ...:... аm) , -А,n = . ... 2' а1 = Т, az' = 2
2т(l +5.71)

Функции Ч!Гj '(s, ~) нёпрерывны для всего множества ДеЙСтвитеЛЬНЫ~'\,значе.
ний 5 и ~. .

Для нахождевия' реш:ния ~истемы уравнений (43), а , заТ~1\i коэффициен
тов интенсивности усилии и моментов можно воспользоваться одним из

i :'з~



(45)

прямых методов решения сингулярных интегральных уравнений [5, 6, 18].
в случае, когда исходными приняты уравнения в перемещениях (19), за

дача об упругом равновесии замкнутой цилиндрической оболочки с системой

коллинеарных трещин рассмотрена в работе [10].
Пологие оболочки. Рассмотрим тонкую пологую оболочку [2, 3], нахо

дящуюся под воздействием поля дисторснй. Отнесем срединную поверхность

оболочки к декартовой прямоугольной системе координат ХОУ и пусть коор

динатные линии в общем случае не совпадают с линиями главных кривизн

срединной поверхности. Тогда соотношения, связывающие компоненты де

формации срединной поверхности с перемещениями, имеют вид [3]

дU w дu w дu дu w
8хх = ах + -R ' 8уу = ду + -R ,8ху = ду + дх + 2 -R '

II ~ ~

()2w a2w fPw (44)
Ххх = - -д2 , Хуу = - -д2 , Хху = - -дд '

х у - х у

где Rll , R22- радиусы кривизны нормальных сечений поверхности, прове

денных вдоль координатных линий у = const и х = const соответственно;

R ll , R22 и R12 связаны с главными радиусами кривизны R1 и R2 формулами

_1_+_1_=_1_+_1 1 1_= __1_
Ru R22 R1 к« ' RllR22 Ri2 R1R2 '

_1_ = _1_ (_1 1_) siп 2~;
R12 2 R1 н;

~ - угол между координатной осью ОХ и линией, вдоль которой нормаль

ная кривизна поверхности равна lIR1•

Усилия и моменты в оболочке определяются через функцию напряже-

ний qJ(X, у) и функцию прогибов W (Х, у) следующим образом: _

fP!jJ a2!jJ fP!jJ
N 1 = дjj2' N2 = дх2 , S = - дхду •

Ml=-Dl(~~ +" ~~ +x~+VX~y).

М D ( fPw a2
w О О )

2 = - 1 ду2 + v дх2 + Хуу + "Ххх •

Н = - о, (1- ") (::~ + X~y).

D [ д "12 о О О д ,]
Ql = - 1 дх W + дх (Хи + "Хуу) + (1 - ") ду ХX,I; ,

Q D [ д '(72 д О о д о J
2 = - 1 ду V W + ду (Хуу + "Ххх) + (1 - ") ахХху •

Систему разрешающих уравнений относительно функции напряжений

ер и функции прогибов W представим в виде

V2V2ep _ ~O VkW = - DoF~ (Х, у).

(46)

Здесь

РО '(72 О ()2 О О д2 о
1 = V 8уу + ду2 (8хх - 8уу) - дхду 8ху;

РО '(72 ( О О ) 1 д2 о о 2 д2 о
2 = V ххх + "Хуу - ( - ") dy2 (Ххх - Хуу) + (1 - ") дхду Хху;

2 д2 д2 д2 д2 д2

"1k = а дх2 + Ь дхду + с ду2 ; "12 = дх2 + dy2 ;
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а = 1'7 sin2~ + 1';cos2~; Ь = (1'7 - ,,;) sin 2~;

с =,,; cos2~ + у; sin2~;

• R • R
1'1 = R; ; 1'2 = R

2
; R = min ( Iя, 1, IR2 1)·

Рассмотрим напряженное состояние пологой цилиндрической оболочки

с системой N произвольно расположенных прямолинейных в плане разре

зов (трещин) длиной 2l" (k = 1, 2, ... , N). Отнесем срединную поверхность

оболочки к декартовой системе координат ХОУ, причем ось ОХ направим

по линии нулевой кривизны. Кроме того, на каждом разрезе, как и в случае

плоской задачи 05], введем локальную систему координат Х"О"У", начало

которой поместим в центре трещины, а -ось О"Х" направим по линии тре

щины. Центры трещин в базисной системе координатХОУ имеют координа-

ты (xg, yg), а оси О"Х" образуют с осью ОХ углы ~".
Граничные условия на контуре разреза У,,= О, I Х" I ~ [" запишем

так:

Nt (Х", О) = N-; (Х", О) = fl" (Х,,), Mt (Х", О) = м-; (Х", О) = fз" (Х,,),
(47)

s+(Х", О) = s- (Х", О) = f2" (х,,), Q;+(Х", О) = Q2- (xk, О) = f4" (xk),

где f{k (i = т:-4) - заданные усилия и моменты.
Учитывая соотношения (44), (47), разрешающие уравнения (46) для

определения функций qJ", W" в случае одного произвольноориентированного

разреза в цилиндрнческой оболочке записываем в виде

V2V2qJ" - r;; V1Wk = - о, (VfB~y - V1V2B~y), (48)

V2V2W" + D:R V~qJk = - (vVi+ V~) X~y - 2 (l - ") V1V2X~Y·

Здесь

V2 = vf + V~, v1 = соз" ~"vf - sin 2~kV1V2 + sin2~kV~,
д д

ч, = -д-' V2 = -д- '
х" . у"

B~y = [v" (xk)] б (Yk)' B~y = [и" (xk)] б (Yk)'

X~y = - [82" (xk)] б (yJ - [w" (Xk)] V2б (Yk), X~y = - V1 [Wk (Xk)] б (у,,),

где

(49),

[V" (х,,)] = vt (xk) - v'k (х,,); и
"

(xk) = ut (Xk) - и'; (xk);

[82" (х,,)] = v2wt - V2w'k; [w" (xk ) ] = wt (xk ) - w'k (х,,) VX k; IХ" 1< lk;

(vk] = [и,,] = [82k] = [Wk] = 0\/ Xk: Ixkl >l".
Используя преобразования Фурье, решение системы уравнении (48):

представляем в виде

. '"gg) (Xk' yJ = :~ 5{[Vk (~)] Ф, (Х" -~, yJ + [и" Ю] Фi+2 (Х" - ~, Yk) -
-1"

- Rc (82k ШJ Р, (Х" - ~. yJ - Rc ~ [WkЮ] Fi+2(Ха - ~, Yk)} d~ (i = 1, 2),

(50)

где

g(l ) W' g(2) пт.> Ф m1 fl. Ф - m2 + /2." = ", k = 't'k' 1 = 't' -, 2 - 't' ,

qJl = ЬJЗ + bJb; <р2 = bJ4+ bJ6; ФЗ = ЬJЗ - ЬJБ; Ф" = bJ4- bJ6;



1: ' .

Fз = - (1- v) Ф4 4- '~ SV j /d:t;
, . о

t

я, = (1- v) ~з + 2 SVJldo;;
о

;Тl = В1 (г) ker ~г -1- В2 (г) kei ~г; {2 = В2 Iг) ker ~г - В1 (г) kei ~г; {з = '1'1 +-;
"l ' .

14 = Ч'2 +; {5 = '1'1 ~k ; {6 =Ч!2 ~k; Ч'f = ~ [У2 (Z) ker ' Вг-

1 · .
'- Уl (г) kei' ~г); Ч'2 = v2 [Уl (г) ker' ~г + У2 (г) kei' ~г) ; YJ = ВЗ + В4;

У2 = В1 - Вз; В1 (г) . sin mг sh mг; В2 (г) ' cosmг сЬ mг;

ВЗ (Z) = s iп mг сЬ mг;

В4 (г) = cos mг sh mг; г2.= т2 + y~; о; = Xk - ~; Z = ь 1т - b2Yk;

Ь R · Ь sl·n R · т f3 . R Л . ~ 2. 1.
1 = cos IJk' 2 = . i"k' = У2" i" = Т, fI, = R2c '

h • I * d
Rc = - а ] = Rc; а2 = Do; ker' х = dx ker х;

. у 3 (1 - V2)

kei' х = -dd kei х;. . х

ker х, kei х - функции Томсона.

Используя полученные выражения для разрешающих функции (50)
и формулы для определения усилии и моментов (45), а также некоторые

соотношения из работы [19], можно найти усилия и моменты на произволь

ной площадке с нормалью п, вызванные скачками перемещений и yrлов по

ворота на k-и трещине. В частности , на линии л-й трещины ОnХn они имеют

. вид

' k

o~1 = :~ S ['1'lk (~) K~1 (~, хn) + ч'2k (~) L~l «.x~) +
-lk

+ \VЗk Ю p~1 (~, хn) + \У4" Ю R~1 (~, хn) ] Щ, Iх.; I~ ln (n = 1, N ; i = 1, 4).

(5 1)

Здесь

О(I ) N G (21 · ·S о(3) Л1 о(4 ) 5Q* ' .
nk = пп » пя = nk, nk = nk, nk = nkdx n + -Cnk ,

* ' " <j ' - . а ' . 'а . ,
Qn. = Q nR,+ дхn F-! nk, \У Ik (~) = d~ [Vk (~)] , 'I'2kЮ .:т !llk (~) ) ,

Ч!'3k (t) = - Rc : _ . [82k (Ш , Ч'4k (~) ' . -.::. Rc d~ {~ [w kЮ) } ,

T ( l ) _ t(l)..., + t(l)..., t (1)..., т( 2) _ t (21..., + t (2)..., Т(3 1 _ t (3)..., +
nk - ] ""1 2 ""2 - 3 ""з' nk - I ""з 2 ""4' nk - 1 ""1

(3) (3) 'т (4 ) • " . (4) . R (4\ R (4) (4)'+ (2 щ - tз аз, nk = - tl S!П i" nk + t 2 COS i" nk + tз аз + t 4 а4 ,

Т(,) - K (j ) L (j ) р( ,) R (i ) t (i) - k~j) l ~j) ~j) ~j)
nk - nk , nk, nk , nk, I - l' / , р, , Г/ !

t (2) : 1: (. t(l ) t (I) ' Р' t (l ) '; (4) 1 (t(3) , t (3) t (4) ; t (3)
1 =2 2 - 1,2 = 3 , 3 =т 2 - ] , 4 = 3 ,

.kP) = Ь1 (СО9 - со,) - Ь2 «(0)8 + Ь1Ю4 - Ь2С(2), k~l ) = (1 + bi) Ю2 + Ь 1 (ю, + юg) +

+ Ь2 (Ю8 + Ь 1с(4) , k~' ) = - Ь 1 {(;}в '+ b1ro,J + bi (со. + b1(Oz), [Р ) = -:- (1 + b~) Ю4 +
+ Ь1 (юв .::.- Ь2С(2) + Ь2 (200; -= т,) , l~l ) = k~I1, Ш) = Ь1 {Ю9 - ю.) - bz (U)/+
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·+ bjffi4- Ь2(2). p~l) = - (1- v) (b jffi5 + Ь2Фа - ЬДffiз) -[2 + (1 - v) b~] Ф! +
+ (1 + v) bjffi jO- 4Ь2Фн, p~!) = - p\l) "- 2 [(1- v) Ф! - (1 + v) bjffijO+ 2Ь2юн] .

p~l) = - (1 - v) (bjffia - Ь2Ф5 + ЬДffij) - [2 - (1 - v) И] ffiз + 2b2ffi jo•

r\l) = - p~l) - 2 (1 +v) (ffiз - Ь2Ф1О) + 4 (bjffiH - b2ffij2). г~1) = p~1) +
4 Ь) (1) (1) + 4 ( Ь 2Ь k(3) (1)+ (ffiз - 2Ф1О' гз = р; Ф! - jffijO+ 2ЮН). 1 = Р1 +

(3) (1) k(3) 1 Ь Ь Ь+ 4 (Ю 1 + Ь2юн) . k2 = Р2. 3 = ( - v) [ 2 (Ю5 - jffi l) - j (Юа - Ьjffiз)) .

(3) (1) Ь Ь [(3) (1) [(3) (1 Ь
[1 =т 1 - 4 ( 1ФН - 2ffij2)' 2 = Р3. 3 =..,- - v) [ j (Ю5 + Ю1о) +

+ Ь2 (Юа - Ьjffi з + b2ffi j)). р\3) = (1- V)2 [Ь ! (со , + Ь2(4) + Ь2(ю& - Ь2(2)]
- (1 + v? bjffi9 + 4VЬ2ffi l з • p~3) = - (1- v? (bjffi7 + Ь2Ф& + Ь1Ь2(4)-

- (1-:-- V)2 bjffi9 + (1- v) [3 + v - (1 - v) ЬТ] Ф2 + 4Ь2ffi jз•
p~3) = (1 - V)2 (Ь1ФЭ - Ь2Ф7 - bjb2ffi2) + 2 (1 - v) Ь2Ф9 -

- (1 - v) [2 - (1 - v) ЬТ] Ю4• г\3) = - (1 - v? (bjffig - Ь20), - bjb20)2) +
+ 2 (1 - v2

) Ь20)9 - (1 - v) [3 + v - (1 - v) b~] 0)4 - 4v (ы 1)j зз - Ь20)14)'
г~3) = (1 - V)2 [Ь ! (0)& + Ь10)4) - Ь2 (о, + ы1)2)] ] - 4 (ЬjО)IЗ - b20)j4)'

г~3) = (1 - V)2 (Ь10), + Ь20)& + Ь1Ь20)4) - (1 - v) (3 - v) bj0)9 +
+ (1 - v) [2 - (1 - v) b~] 0)2 + 4 (1 - v) b20)j3. k\4) = 2 (0)1 + bjO)IO)'

(4) 2 Ь [(4) k(4) [(4) 2 Ь Ьk2 = (0)з - 20)jO). ! = - 2, 2 = (0)1 - 10)10) + 4 20)Н'

р\4) = 2 [(1 - V)0)2 - (1 + v) bj0)9 + 2b20)j3]. p~4) = 2 [(1 - v) (0)4 - Ь20)9) 

- 2 (bj0)13 - b2ffij4)]' г\4) - - 2 [(1 - v) (0)4 - Ь20)9) + 2 (Ь10)13 - b20) j4)]'

г~4) = 2 (l - v) (Ю2 - Ь10)9\ + 4 (Ь2 [(1 - v) O)j3 + 0)15] - bjO)I4}.
где

Ф1 = В1 (Zj)д1'!'1 +- в; (г1) д1 'Р'2; 0)2 = В2 (Zj)д! 'Р'1- В! (г1) д1чг2;

о)з = В1 (г1) д2ЧГ1 + В2 (гд д2'Р'2; 0)4 = В2 (г1) д2'Р'1 - В1 (ZI)д2ЧГz;

Ф5 = m1 [1'2 (г1) дТЧГ1 - '\'I (г1) дт'Р'2]; й)6 = т, [1'2 (г1) д1д2Ч"1 - 1'1 (г1) д1д2 'Р'2];
::", 2 2

0), = т, [1'1 (Zj)д1 Ч"1 + 1'2 (Zj) д! Ч"2];

0)8 = т, [1'1 (zJ д1д2Ч"1 + 1'2 (г1) д1д2Ч"2]; 0)9 = т [1'2 (г1) Ч"1 - 1'1 (zJ Ч"2];

Т]-~

0)10 = т '[1'! (Zl)Ч"l + 1'2 (гl)'Р'2]; 0)11 = S a20)10d'I'J;
о

Т]-~ - 'Т]-: Т]-~

0)12 = SS a~0)1Od'I'Jd'I'J; 0)13 = S a20)9d'I'J; ffiи = SS a~0)9t;i'I'Jd'I'J;
'- 'о о о '

Т]-~

, 0)15 = SSSak9d'I'Jd'I'Jd'I'J; 'Р'1 = ker ~p; 'l'2 = kei ~p;
о

д д
г1, Ь1 ('11 - ~) - Ь28 ; р2 = ('11 - ~)2 + 82; д1 = д1]; д2 = д8;

n= b1s1 + b2s2 + ХП cos ~nk; 8 = - b2s j + b1s2 + х; siп ~nk;

О О. о О. • 2 R ',.., соз" R •81 =,ХП - Xk. 82 -,-- УП - Yk. а1 = SlП t'nk. ~2 = IJnk.

1
аз = sim 2~nk; а4 '- cos 2~nk; ~nk = ~n - ~k; m1 = У2 ~ ;

А1 = "А 2 ,- Do; А'з':"'" А 4 = DoRc; Cnh. - постоянная интегрирования.
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В силу линейности рассматриваемой задачи суммарные усилия и мо

менты на линии п-го разреза ОnХn. вызванные всеми скачками перемеще-

ний и углов поворота на N разрезах Yk= О. I xk I ~ [k (k = Т"N). полу
чим путем суперпозиции усилий и моментов для изолированных разрезов

N

G~) = ~ G~k. IXnl ~ [n (n = 1, N; i = 1,4), (52)
k=1

где G~) = Nn' а,;) = Sn' G~) = SQ~dxn + сn- соответственно нормальное,

касательное и обобщенное перерезываюшее усилия; d;) = МN - изгибаю
щий момент.

Приравнивая выражения (52) для усилий и моментов к заданным уси

лиям и моментам на берегах разрезов, для определения неизвестных функ

ций получаем систему сингулярных интегральных уравнений

N Ik

~ S ["'I'lk (~) К<~1 (~, хn) + "'I'Zk (~) L~1 (~, x~) +
k=I_l

k

+ "'I'Зk (~) P~k (~, x~) + "'I'4k (~) :R~1 «, x~)] d~ = ~~ T~) (х;), (53)

Ixn l~rn (n= I,N; i= 1,4),

где T~C) - заданные на берегах разрезов усилия и моменты. Ядра системы
уравнений (53) есть регулярные функции, за исключением случая п = k,

K( I ) L(Z) Р(З) R(4) К
когда ядра nk. nk, nk, nk имеют сингулярности типа оши .

В случае, когда в оболочке имеется четыре равноудаленных от начала

координат ХОУ разреза (два продольных и два поперечных) одинаковой
2л ----

длины 2[, которые образуют с осью ОХ углы ~k = N (k - 1) (k = 1, 4; N =

= 4) и загружены попарно одинаковыми равномерно распределенными по

длине разрезов усилиями N 2 (х, О) = -Ng, N 1 (х, О) = - N? и моментами

М2 (х. О) = -Mg, М1 (х, О) = -М?, действующими соответственно на про
дольных и поперечных разрезах, система интегральных уравнений (53) при

нимает вид

4 1

~ S"'I'k (~) к; (~, х) в; = {l (х), Iх I~ [ (i = 1;4). (54)
k=1_l

Здесь

"'1'1 (~) = ~ [иl'(~)], "'1'2 (~) = - Rc d~ [821 «л, "'I'з = ~ [и2 «п,

"'1'4 (~) = - Rc : [8; (~)], Kll = - az1 + K?I,
~ 1

К22 = - :2 + кg2, Кзз = - az1 + К~з, К44 = - йzz + K~4' г1 = х - ~,
1 1 1

К?I =K~I (г1) + Kil (г2), Kgz = к~з (ZJ + к~з (г2)' K~ = KJI (ZJ +
+ KJI (г2), K~4 = кЬ (г1) + кЬ (г2) , г2 = - (х + ~ + 2d), Ка = К21 =

= к~з (гд + кiз (г2)' к lз= 2KJI (s, (), К14 = к2з = 2К\з (э, (),

К24 = 2К~з (в, t), КЗ1 = 2Kil (s, t), КЗ2 = К41 = 2К~з (S, t),

к34 = К4З = кJз (г1) + кJз (zz), К42 = 2КЬ (э, (),

K~] (г;) = 2 [<JJ2 (г/) + qJз (гд] - <Р6 (гд. кiз (г/) = 2" [qJl (г/) + qJ4 (г;)] 

- (1 - ") qJ~ (гд, К~з (lz) = 2 (1 - ,,2) qJz (zz) - 2 (l + ,,2) <JJз (ZI) +
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+ (1 - V)2<pe (Z/), кl J (Z/) = (01 (Z,.), кlз (Z/) = (1 + v) (02 (Z/),

кЬ (Z/) = а2(О1 (Z,) + (0з (Z,), <Рl (Z,.) = [В1 (Z,.) ~ IZt Iker' ~ IZt I+
+ В2 (Z/) ~ IZt Ikei' ~ Iг, I)+, <Р2 (z;) = [В2 (Zi) ~ IZ/ Iker' ~ Iг, 1-

- В, (z;) ~ Iz/I kei' ~ IZ; 1)+++6н, <Р3 (Zi) = т [1'2 (z,.) ker ~ IZ;1-

- 1'1 (z,.) kei ~ IZ/ 1), <Р4 (Z/) = т [l'1(z;) ker ~ Iг , I+ 1'2 (z;) kei ~ Iг, I),

(Р5 (z,.) = [1'2 (z,.) ker' ~ Iг, 1-1'1 (Z;) kei' ~ Iг, 1] ~~; I '

<Р6 (Z;) = [1'1 (z;) ker' ~ IZ; I+ 1'2 (Z/) kei' ~ Iг, 1) ~ I~/ I ++6Ji •

(01 (z{) = Ф Iг, Iker' ~ Iг, 1+ бli) +, (02 (z,) = ~ IZt Ikei' ~ Iг, I ;; (i = 1, 2),

бik - символ Кронекера,

~ 21

(0з (ZI) = 4~2 j kei ~ I1) Id1), (0з (Z2) = 4~2 j kei ~ I1) Id1),
О ~

KII (s, t) = фg - ф~, к:з (s, t) = (1 + v) Ф? - (1- v) фg, K~ (s, t) =

с

= u2фg + (1 - V)2 Ф~ + 4~2 ~ (фg - ф~) ах, Kil (s, t) = 2Ql + Qз + Q5'
х

кiз (s, t) = 2vQ2 + (1 + v) Q4+ (1 .- v) Q6' к1 (s, t) = 2 (1 -:- v2)Ql 

- (l + V)2Qз - (1 - V)2 Q5' S = - (~ + d), t = х + d,

Ф? = ~ [В 1 (t) ker' ~p + 82 (t) kei' ~p] _s ,фg = ~ [В2 (t) ker' ~p 
р

- В1 (t) kei' ~p] +, фg = ;2 [1'2(t) ker' ~p -1'1 и) kei' ~p]+'
Ф~ = В1 (t) ker ~p + 82(t) kei ~p, фg = - т ['\'2и) ЧГ1 (s, t) -1'1 (t) ЧГ2 (s, t»),

Ф~ = - т [1'1 (t) ЧГ1 (s, t) + 1'2 (t) ЧГ2 (s, t)], QI = ~ [В2 (s) ker' ~p-

- В, (s) kei' ~p] ~, Q2 = ~ [ВI (s) ker' ~p + В2 (s) kei' ~p] _s ,
р р

Qз = т [1'2 (з) ker ~p - 1'1 (s) kei ~p), Q! = т [1'1 (s) ker ~p + 1'2 (5) kei ~p),

Q5 = - т [1'1 (s) чrg (s, t) + 1'2(s)~ (s, t»), Qe = - т [1'2 (5) 'l'g(s, t)-

О 'TrO st О st 'TrO S2 ker' ~p
-1'1 (s) 'Р'4 (s, t»), 't'l = L1 - 2-' ЧГ2 = L2 -2 , 't'з = L 1 -2- - ~ ,

р р р р

пrO _ L -.!- _ kei' ~p L _ 2 ker' ~p + k . R L _ 2 kei' ~p _ k R
't' 4 - 2 2 R' 1 - R el",p, 2 - R ег I-'P,

р I'р I'р I'р

4п N0 4п О 4п О 4п О
{l = - D 2, {2 = - D Rc М2, fз = - D N1, f4 = - D Rc М 1,

о о о о

а 1 = 1, а2 = 3 - 2v - v2,

d - расстояние от центра каждого разреза до начала координат х, у.

Если в системе интегральных уравнений (54) перейти к безразмерным

координатам, отнесенным к полудлине разреза 1, то решение вновь получен

ной системы уравнений можно построить одним из прямых методов [5, 6,
18]. Коэффициенты интенсивности ОБ] усилий K1, к; и моментов КЗ , к;
определяются так:
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в окрестности внешних вершин разрезов .

Kt = liт V 21 (х* - 1)Р? (х*, О), i.= 1,3, ,_
r * _1

(55)

13 окрестности внутренних -

Ki= 1imV2ll x*+ IIP?(x*, О), i= ·1,3.
х· ....-l

~ .. --- (56)

Здесь К1 и Кз - соответственно коэффициенты ин~енс~вн6сти уси~nя-Р? =
= N2(Х ' О) И момента Pg = М2(х , О) В окрестности продольных разрезов,.. . . о .
а К! и Кз - коэффициенты интенсивности усилия Р\ = N1 (х , О) И момен-

та Pg = М1(х , О) в окрестности поперечных разрезов :

~. к..
, з

J,5 0,5

3,0 af.

2,5 0,3

2,0 0,2

1.5 Ш

1,0
о 0,2 р · 0 az а? . '0,6 0,8 Р

-Рис. 3

в случае, когда берега разрезов загружены одинаковыми нормальными

усилиями постоянной интенсивности NO, на ЭВМ «Минск-32» произведен

численный анализ задачи . Вычисления произведены для следующих значе

ний параметров : R = 0,15 м; 2h = 0,003 м ; \' = 0,3 при наличии в оболоч

ке четырех разрезов одинаковой длины 1 = 0,0116 м. Для построения ре

шения системы интегральных уравнений (54) использован прямой метод

решения сингулярных интегральных уравнений [6].
На рис. 2 приведена зависимость относительного коэффициента интен

сивности К; = К1/N°vтот параметра р= l/d для внутренних . Вершин раз
резов (сплошные линии) и внешних (штриховые). Кривые 1 соответствуют

изменению коэффициента интенсивности у вершин поперечных разрезов,

кривые 2 - У вершин продольных. Как видно из графиков, по мере сближе

ния раэрезов (трещин) величина ' коэффициента ' интенсивности для внутрен

них вершин монотонно возрастает, стремясь к бесконечности, в то время

как 'у внешних вершин изменение его носит немонотонный характер. На рис. 3
приведены аналогичные, кривые изменения относительного коэффициента

К; = Кз/N° VТRC от параметра р . . .
Задача об упругом равновесии пологой сферической оболочки с систе

мой произвольно ориентированных трещин (разрезов) , рассмотрена в рабо-
те [13] . .

Трансверсально-взотропные оболочки. ' Рассмотрим упругое равно

весие оболочки С разрезами, обладающей анизотропией ,специального вида,

когда в каждой точке материалаимеется поверхность изотропии . Этот вид '

упругой анизотропии - трансверсальная изотропия ---: имеет место в ряде

слоистых материалов , широко . применяющихся в современн ой технике.

При получении исходных соотношений 'состояния трансверсально-изо:гроп

ных оболочек с разреза ми (трещинами) воспольз уемся подходом, основанным

::<2 применени и модели С. П. Тимошенко (сдвиговой модели) [16], '



(57)

(58)

Для трансверсаЛЬНО-ИЗОТрОПНОГОМ;:Iтериалз 'е - учетом. статичесной ги

:ютезы 0"зз= О О6] компоненты тензора упругой деформации . ее; связаны ' с
компонентами тензора напряжений Uji . СООТНОШ~]IИSIМИ

s 1( )' 1 )еи = Е ан - "а22 , е22 = Е (а22 - "ан ;

s 20+,,) ~ , 1 ' .. .' 1 "
е1 2 = Е а12' е13 = G' а1з, е23 = а/ а2з,

где G'-модуль сдвига в площадках, перпендикулярных срединной поверх
ности . . На основании соотношений (1), (57) записываем

аи " 1-= '\Iz[eu + vejj .: (e?i'+ е1;)] (i =f= j = \ 2),

а12= 1~ '\1 {е 12 -e~2)' а13 = а' (е1з - е?з), а2З == а' (е2з - e~). (59)'

Используя эти выражения и формулы, связывающие компоненты де

формации ej; в проиэвольнойточке -оболочки с компонентами деформации
ее срединной поверхности 8ц, Хц [16], для удельной работы деформации

трансверсально-изотропной оболочки, находящейся под воздействием за

данного поля ' дисторсий, получаем

V = 1 =-h '\12 {(8Н + ( 22)2i- 2 (1 - ") (8н82;'':- ~" :8i2;+ 0/ (1;; ,,2) (8iз + 8~3) +
11" - . , . ' ? : О О+ -3- [(ХН + 7<22)2- 2 (1~ ") (Хн7<22 :- ХЫ) - 2 [8н (811 + "(22) +

о ;' О 1 - " О О' (1 .:- '\12) о ', , О+ 822(822+ "(11) + --2- 81281 2+ Е (81з813 + 82з(23») -

- 2~2 IХН (X~1 + V7<~2)~~2f(X~2,+"Х?1) + 2 (l - ") '~ 1~~?2] } . (60).

Здесь 8;;, 8~; , 7<?;(i == i == 1, 2), выражаются формулами (8), (10);

1 дw ' 1 (Y..IJ '
813 == 1'1 + -А ;;::- - k1u1, 823 = 1'2 + -:--А -д- - k2v,

1""". ' 2 а2

Х ! - _1_'~ +~ дА1 Х22 __1_ av; + .лс. . дА2 (61}.
j - А. оа! А.А2 да2 ' - А2 да2 А.А2 да. '

2х - ~_._а_ (l )+~ .я: (~) + k 1(L~ .,_и_ дА2 ) +
12 - А2 даz . . А. А1 да. А2 . , Az да2 А.А.2 оа• .

.. h

(
1 до и дА.) О 1 r О 2+ k2 таа-- АТда ' 8;3 = 2h j е ;зdу (j == 1, ),

I • . 2 2 -h

1'1, '\'2- обобщенные перемещения (углы поворота нормального волокна в,
плоскости ап, а2,\,) · . ,

На основании выражения для удельной работы (60) и ее дифференциа-
ла . [16] , . . . . ' .

dV = N1dBH+ S12dB12 + N2dB22 + QldB13+ Q2dB23 -+ M1dx11 +
\ ; . -' -~... ,- '. { -

(62)

устанавливаем ' связь между УСИЛИЯ~{И, момента),Ш ' и, компонентами дефор

мации.срединной поверхности. При этом соотношения для N j ' М j (i = 1, 2),
S12' Н12 совпадают с выражениями(11),а для; определения.веререзывающих,

усилий Ql, Q2 имеем формулы , .
; / I ~ ' о " 0 • - -. ' ,', ' , . ~ _ , " 0 - ':,

Qi --:.. А (613 -=- 613), Q2 -.:..: А (62з'-623) ; (63)
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где Л'= 2k'G'h; k' - введенный для этих усилий коэффициент сдвига. Ре

'ШИВ соотношения (11), (63) относительно компонент деформации, получим

8li = 8~i + 8~i' 'Xii = 'X~i + 'X~i' (64)
'Где

(65)

(66)

(67)

i =1= j = 1, 2;

"
s 1+ v s . s Qi. s Q2. s 3 (1 + v) Н

812 = Eh 12' 81З = А" 82З = -КГ' 'X12 = 2Eh3 12'

Подставляя приведенные соотношения в уравнения равновесия и сов

'местности деформаций [16], аналогично случаю изотропных оболочек по

лучим разрешающие уравнения трансверсально-изотропных оболочек, на

ходящихся под воздействием поля дисторсий, Так, для круговой цилиндри

ческой оболочки в рамках технической теории систему разрешающих урав

. нений можно представить в форме

D ',12,/2ш +(1- 'I1V2) R д2р = D R2 [_1 V2 (де?з + деgз)_
1 да2 1 R да д~

д2 О О д2 О О д2Х?2 ]
- да2 ('XII + "'Х22) - д~2 ('Х22 + "'X1I) - (1 - ") дaд~ ,

(
д2 О д2 О д2 О )1 2 2F д2ш el l е22 е 1 2

DoR V V - да2 = - R~ + да2 - дaд~ ,

V2
q> - 62q> = '11~2 (1 - ") [ д~~ ('Х?, - X~2) +

• о о

1 ( д2 д2 ) о] ( де2з де 1 з )+ -2" д~2 - да2 , 'X12 + R -аа:- - дГ .
При этом усилия и моменты определяются по формулам

1 д2F 1 д2р 1 82 F
N 1= R2 """'дj32' N2 = R2 да2' S = - R2 дaд~ ,

М D [ 1 (дУl дУ2 ) О О ]
t = - 1 R da + ""'""дi3 - 'X\I - "Х22 ,

М2 = - о, [* с ~~ + v a:~ )- 'Xg2 - VX~I] ,

н = 1 2 v о, [+ (ддУi + ~~ )- 'Х?2] ,

Q1 = Dl ('\'1 + _1_ .!!!!- - 8?З) Q2 = Dl ('\'2 + _1_~ - еgз)
в Rда ' е Rд~ ,

где

'\'1 = - _1_ дГ + _1_ дер _ 'I1R [...!..- (х?, + "Xg2) + (1 - v) гх?? _ е?з ].
R да R д~ да 2 д~ llR'

[
д О n

'\'2= - _1_ ~Г __1_ дер _ 'I1R ...!..- (Xg2+ VX?I) + (1 - v) ~ - ~] •
R д~ R да д~ 2 да ТJR'

. RТJ2 д2р ( де?з деgз )
Г = w + '11V2W- ---v;- да2 - R'I1 ---аа-- + дГ ;

~2 2 е . h2 Е
U = l1(l-v) f) = R2' 8 = 3k' (l-v2) у'

Первые два уравнения (66) можно представить В ином виде, если ввести

"в рассмотрение потенциальную функцию 'l' (а, ~) следующим образом:

F = :;2'У, w = D~R V2V2'l' + чro~ (68)



(72)

(71)

Тогда, подставляя эти формулы во второе уравнение (66), для определениз

функции 1fO получаем соотношение

l'"д2Ч'О ( д2е?1 a2eg2 д2е?2 ) (69~
д(i2 = R~ + дёi.2 - дaд~ • .

На основании первого уравнения (66) для определения функции qr получа
ем разрешающее уравнение

V2V2V2V2ЧГ + - 2 (1 _ V2) д"" _ D RЗ [_1 V2 ( де?з + деgз)_
с 1'] да4 - о R да д~

д2 О О д2 О О д~?2 ] 2 2
- да2 (%11 + '\'% 22) - д~2 (%22 + '\'%11) - (l - '\') дa.д~ - DoRV V 1fO. (70)

Рассмотрим упругое равновесие тонкой трансверсально-изотропной обо

лочки с системой сквозных разрезов , произвольным образом расположенных

вдоль координатных линий. допустим, что оболочка находится под дейст

вием внешней нагрузки и к противоположным берегам разрезов приложены

равные по величине и противоположно направленные усилия и моменты.

Если к берегам разрезов приложена произвольная нагрузка, то, как и в

случае плоской задачи [15], рассматриваемую задачу можно свести к случаю

самоуравновешенной нагрузки на берегах разрезов и несамоуравновешен

ной на месте разреза в сплошной оболочке. Напряженное состояние в сплош

ной оболочке при произвольной нагрузке будем считать известным.

Граничные условия на контуре разреза lpv, расположенного вдоль ли
о

нии аl= ар, в этом случае будут такими:

Nt = N. = tJ{pv (a~, 5i';+ k2Hi'; = 512 + kzН12 = 1/PV (~,

Q+ Q- Qlpv м+ м- M 1pv нг: н- H1pv
(", \I = I = 1 (а2), I = 1 = I (а2), 12 = 12 = 12 v-y.

Аналогично на контуре разреза qrso расположенного вдоль линии а2 = аг,

н; = N2" = fJ ;rs(a t ) , 5i';+ kjHt = s12 + k2H12 = 'E/rs(ад,
Q+ о: Q~qrs м+ м- "'Qrs н+ и- H Qrs(2 = 2 = 2 (ад, 2 = 2 = М2 (a t) , 12= 1112= 12 a j ) .

Здесь и далее обозначения те же, что и в случае изотропной оболочки.

Учитывая, что обобщенные смещения и, и, w, 1'1'1'2 претерпевают скачки

при переходе через линии разрезов. и рассматривая их как обобщенные

функции , на основании соотношений (8), (10), (11), (63) с учетом условий

(71), (72) для компонентов тензора дисторсий получаем выражение

о ~ 1 б о о ~1 б о
811 = ~I Af (и (az)]l ov (а! - ар), 822= ~2 A~ [и (ад] Qгs (az - а,).

8?2= ~I ~p [и (a2)]'ov б (а ! - a~) +~2 ~г [и (at)]Qrs б (az - a~,
1 2

е?з = ~ ~ (w (a2)]'ov б (а} - a~), еgз = ~ ~ [w (at)]Qrs б (а2 - a~,
~! А, ~2 А2

О ~1 s: о о ~ 1 я о
%11 = ~! АР [1'1 (a 2)] lpvu Са! - ар), %22 = ~2 АГ [1'2 (at)]Qrs u (а2 - а,),

I 2

2%?2= ~I А
1р

{[1'2 (a~]lov+ k~ (и (az)]lpv} б Са1 - a~) +
I

+~2 ~, {[I'! (at)]Qrs+ kj [и (at)JQ,s} с5 (az - a~).
2

С использованием этих соотношений аналогично случаю изотропной обо

лочки задачу об упругом равновесии трансверсально-изотропной оболочки

с k сквозными разрезами сводим к системе 5k сингулярных интегральных

уравнений для нахождения функций, определяющих скачки обобщенных

смещений.
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. Интегральные уравнения аадачи о напряженном .состоянии трансвер

сально- изотропной цилиндрической и пологой сферической оболочек с раз-

резами (трещинами) приведены в работах [11, 141 . .'
Отметим, что использование сдвиговой модели в теории изотропных

оболочек с разрезами позволяет уточнить 'реаультаты" исследовани й, полу

ченные на базе классической теории оболочек. Последнее достигается пу

тем более точного удовлетворения граничным условиям на берегах разре

зов, когда вместо принятог о в классической теории условия на обобщенное

в смысле Кирхгофа перерезывающее усилие удовлетворяются физически

естественные граничные условия на перерезывающие усилия и крутящий

момент.
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О ТЕРМОУПРУГОМСОСТОЯННН

попосы С ТРЕЩННАМН

В работах [3, 4] рассмотрены задачи о термоупругом состоянии широкой и

узкой полос с трещиной , когда грани полос свободны от усилий. В настоя

щей работе определяются коэффициенты интенсивности напряжений в широ

кой полосе с продольными трещинами, o ~oгдa полоса зажата между двумя

абсолютно жесткими гладкими основаниями либо жестко сцеплена с ними.
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