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в настоящей работе предложен способ построения последовательностей дву­

сторонних оценок собственных значений оператора Лапласа для односвяз­

ных областей сложной формы, основанный на полученных ранее [2] пред­

ставлениях соответствующих характеристических определителей в виде

произведения рядов.

Рассмотрим граничную задачу

/)"Й + л2Й = О, и /г = О, (1)

где Г - кусочно-гладкая граница односвязной области G комплексной плос­

кости W (W = х + iy). Пусть на Э'Гу область конформно отображается еди­

ничный круг некогорой другой комплексной плоскости Z с помощью ана­

литической функции W = W (г) (W (О) = О, W' (О) > О). Тогда задача (1)
эквивалентна задаче на собственные значения для единичного круга

ьи + л IW' 12 U = О, U Ip=1 = О (р = I z 1). (2)

При дополнительном предположении W (г) = W (z) (область G симметрична
относительно действительной оси) в работе [21 получены две бесконечные

совокупности характеристических уравнений

СП (л) = О, п = О, 1, 2, 3, , (3)

Sn (л) = О, n = 1, 2, 3, , (4)

для симметричных и антисимметричных форм соответственно. Можно пока­

затъ, что в общем случае (область G не имеет осей симметрии) получим одну

бесконечную совокупность характеристических уравнений

Dn (л) = О, n = О, 1, 2, '" (5)

При этом каждая из функций D~ (л), будучи целой аналитической функцией

рода нуль, допускает представление в виде ряда

Dn (л) = 1- Аjn)л.2 + А~n)л4 - ••• (6)

На основании известных результатов [1] отсюда непосредственно вытекает,

что величина

v-I

Br.:) = ~ (- 1)1+1 A~n)B<:"'i +(_ l)v+1 "А~1l)
i=i

(В\n) = А\n))

есть сумма ,,-Х степеней обратных величин нулей функции Dа (1.).
Очевидно, что выражение
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(7)

(8)



представляет собой сумму ,,-х степенеи обратных величин всех собственных

значений задачи (2) (будем обозначать их через л'7). т. е.

(9)

Следует отметить, что этот ряд сходится лишь начиная с " = 2,по~

екольку след ядра соответствующего интегрального оператора, который дол­

жен совпадать с равенством (8) при" = 1, не существует; К задаче (2) мож­
но непосредственно применить, например, метод Галеркина, получив таким

образом приближения сверху к л'7. Используя эти приближения, а также
величину В; при определенном значении ,,> 2, строим последовательность

оценок снизу для соответствующих собственных значений л,~. Введем сле­

дующие обозначения. Пусть л'i~ - n-е приближение сверху к собственному

значению л'7 (i ~ n); r - радиус вписанного в область G круга; л'fо - соб-
п I

ственные знэчения задачи (1) для единичного круга; Bvn = ~ - 2-' Учи­
{=] Лiп

2 2 2 ~'70
тыва я, что л'i ~ л'iп, л'i ~ -2-' получаем

г

00

(10)

или

(11)

(12)

Поскольку Вт л'lп = л,~, lim ~ "2v = О, а также (см., например,
П "' ОО П_ОО {=п+ " ЛiO

13, с . 360]) lim (В; - В,m) = О, то Jim T~n = л,~, И мы имеем последова-
n_оо n_оо

тельность двусторонних оценок собственных значений задачи (1):
2 ~ 2 ~ 2

't'kn ~ {l"k ~ {l"kn·

в отличие от подхода Фикера [5] наш способ построения величины В; не

требует нахождения интегрированных ядер. С другой стороны, наличие в

2 ~ I
выражении для тkn члена г: л2V делает оценки (12) · точными. Действи-

{=п+1 iO
тельно, в оценках (12) достигаются знаки равенства с обеих сторон, если об­

ласть G- круг и при реализации метода Галеркина за координатную после­

довательвость взята последовательность собственных функций для круга.

Если коэффициенты разложения отображающей функции действитель­

ны, то нахождение чисел В; для симметричных и антисимметричных форм

(в,'с и Bvs соответственно) можно проводить независимо. В примере, кото­

рый приводится ниже, эта возможность будет существенно использована.

Пусть область G - семейство улиток Паскаля, так что [4] W = R (z +
I+ ~Z2), R > о, о ~ ~ ~ Т . Используя схему [2] и формулу (7), для сим-

метричных форм получаем

B~O) =~ (_1_ + 2R2 + ~) ,
16 \ 2 t' 2

23



'1'а б л и u аl 'Га б л и ц а 2

[3

1
/..~c -\ /..~c

0,1 5,6703 5,6712 ]4 ,6705 14,6819
0,2 5.3676 5,3724 14,5865 14,6800
0,3 4,95 63 4,9659 14,2134 14,4373
0,4 4,4382 4,5222 11,8430 13,7858
0,5 3.9805 4,0870 9.9980 12,8737

в I ~.~,
I

/..~s

0,1 14,2541 [4 .2619 25,86[5 25,8722
0,2 13,1790 13,1971 24,0031 24.3814
0,3 11,6519 11.8418 21,9989 22,2736
0,4 9.5717 10,4789 19,2231 19,8270
0,5 8.7214 9.2205 15,9200 16.5346

B(I) _ ~ (_1_ + _1 А.2 + _1)_ А.4)
2 - 16 12 9 t-' 45 t-' '

(13)

где

n= 2,3, " ',

(16)

(n) R2 (1 2~2 ).
А I = -4- n+т+ n + 2 '

А2(n/ ~ [ 1 + 2~2 + 2~2 +
= 16 2(п+ l)(n+2) (п+ 1)(п+3) (п + 2)2

2~4 ]+ !n + 2) IП + 4) •

Число В2с определяется через найденные величины с помощью формулы (8):

В2с = ~~ [ ~2 _ 1 + ( ~. л2
_ 2;) ~2 + (~ n2

- 1; )BqJ. (14)

Проводя аналогичные подсчеты для антисимметричных форм, находим

е; = .з: [~ _.2 + (~'12 - ~ ')А.2 + (~n2 - J...!...!..-) А.4]. (15)
16 6 2 3 _ 6 , 1' 3 18 t-'

В частности, для единичного круга Ф = О, R = 1)

1 (2) 1 ( -' 3 )В2с = - _n_ - 1 • B2s = __ ~ - - .
16 6 ' . 16 6 2 ,

Последние две формулы используются в оценках (12) и могут быть незави­

симо получены из разложен ий в ряды функций Бесселя первого рода .

Двусторонние оценки первых двух собственных значений для симмет­

ричных (лiс и ~) и антисимметричных (лis, ~s) форм приведены в
табл. 1 и 2. Вычисления произведены с десятью пробными функциями для

каждого из двух видов форм, причем в качестве мннимиэирующей последова­

тельности взяты известные собственные функции для единичного круга.
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