
получаем соотношение (9) и, следовательно, Н (ctk) о' (ctk) = 2i (ctk + i)2(n-11 х·
Х Р (Zk) q' (Zk)' Представление (6) установлено . Отметим , что матрицы, фи­

гурирующие в представлении (6), просто записываются через коэффици­

енты исходного многочлена, если воспользоваться соотношениями (2).
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НЕОБХОДИМЫЙ ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ

ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

Рассмотрим числовые ветвящиеся цепные дроби с положительными частны­

ми знаменателями вида

N

ct = Ьо +~ ------;:т-----
i, = l

или с использованием других более компактных обозначений.. .
N N N

ct = Ьо + I~ ~ + I~ I ~ I'I,I + + I~ ---'-1b"--I-:I.-..-.I
k--'-'
'+

Пусть

(l}l

N N

Q\P! J!:. Ь . + ~
1 I + + ~ 1 I (2)'••" •••I/l- .,I••..'ь I bl, I. ...lk+ 1

...
Ib/,I .... '»Ik+I=J ip=J

(3)

вегвящейся цепной

2р+l 2р

П Q~21;'+1) П Q\21;'>
.,..... I k 't.,... lkk= 1 k=1

Перегруппировываямножители в знаменателях правой части равенства (3),
получаем

, Ik = G: о = 1, 2, ... 1.
Тогда для разности двух соседних подходящих дробей

дроби (l) легко установить формулу Ш

N N N

Р2р+ !
_ ~ = ~ ~ ... ~

Q2p+1 Q20 1,=1 .,=1 /2P+ I= i

Р2Р+1 Р2Р

Q2P+l - Q2P

N N

}:}:
/,=11.=1
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Р

П (Q(2 p) Q(2PJ.)
1,1,··.i2k_1 1,1,•••i 2k

k=1 .

х

Для упрощения записей используем сокращенные обозначения

62k+1= . шах (ы�I,•.. 12kQ~~е-'}~ k+)''
1.1,... 12k+1

).Q(2p) . .
', . . .t2 k-I'2k

Q(2P) .
" " "2k-J't

)~1(62k+~

)~I (б2k +~М. . - Q\-!P+l) п
Г

(б +~
"I""'2r+l - '. k=1 2k+' ~

(k = I;"P; r = т:f)).

"Тогда

1
Q(2P-t- I).

" ••.12p'2p+1

Q(2P-t- 1)
, ••. .t2 p 't

N N

>~~
1,=11,=1

'Оценка снизу выражения

N

~
' 2P+J= 1

-проиаводится на основании такой леммы.

Лемма. для произвольных положительных б, х, справедливо неравен­

"тво

(4)

д о к а з а т е л ь с т в о . Используем метод полной математической ин­

дукции. При п = 1 неравенство (4) . выполняется тривиальным образом.

Если n = 2, то неравенство

(1 +6+ ~(I + (1 +8+ ~)-l >(6+ 1)-1
Xg , . Х\

:s



проверяется непосредственно и после соответствующих сокращений сво­

дится к очевидному неравенству 26 +. 62:;;;.. О. Пусть неравенство (4) справед­
ливо для n = k - 1. докажем его справедливость для n = k. Имеем

~ (6 + t +)_. = ] 2(6 +:2 +- +~)_I +
;=1 ;=1 I ;=1 1=1 I xk _ 1

--1 -1 + -1 -
где Xk_1 = Xk_1 Xk. т. е. Xk_1 = -----,---

Непосредственной проверкой легко устанавливается неравенство

(1+ 6 + Ах ++Г' +(1+ б + Ау + ~ Г
1

:;;;.. (1 + о + А Х ~ у (1. (5)

справедливое для произвольных положительных 6. х, У. А. так как', 'оно

после соответствующих преобразований и сокращений сводится к очевидно­

му неравенству

k- 2
Используя неравенство (5), гдеА = ~ «;', Х = Xk-I. У = Xk• получаем

;= 1..
(1+ б + ~ Xk; ' + X~_I )-' + (1 + о + ~2 ;~ +~)-1 :;;;..

;=1 I k 1=1 1 k-I

:;;;.. (6 +~ ;:-:-1 + ~k-t )-1 .
.1=1' Xk_1

Следовательно.

~ (о + ~ ;; )~I :;;;..~ (о + ~~ ;: + ;:~J -1 +

+ (о +~2 ;:~I -+-] )-' :;;;.. (о + lг1

согласно предположению индукции для чисел Уl= Хl' У2= Х2• •••• Yk-2 =

= Xk-2, Yk-I = Xk_l. Лемма доказана.

Таким образом.

N ( N Q(21J+11
~ 6 ~ ;,,";2pi 2tH-l

. ~ 2р+! + L.i Q~2Рt- I )
'2p+ I=1 ,=I . 1••• •12p t

и
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M' I .
1, " "'2р-I

N

~ --..----:>. .. :>
12P_I=1

N N

~~~~~
1,=11,=1

1

:> (\ + 62p+l) (1 + cS2р)

2р+' 2р+'

П (l + бkг
l >- С П (1 + бkг1 ,

k= 2 k=2

где с- проиэвольная положительная константа такая, что

N N N N

С ~ ~ (2;+1) = ~ --гi-1 + ~~ + ' .. + ~ IЬ .. I I
1,=1 QI, 1,=1 1, 1,=1 , , /. i2p+I=1 "" ... 12P+l

Из свойства «вилки» [2] следует, что такая константа существует и для р :>
~ 1, в частности , можно взять

N

с ь; ~ N
1

Е,= I b
l
, + ~
~ -Ь.-. -

i, = 1 l.,t 2

Так как 6k , вообще говоря, зависит от р, ТО всюду следует писать бk (р) вмес­

то 6k (МЫ этого пока не делали только с целью сокращения за писи) .

Используя очевидное неравенство 1 + 6 ~ ехр(6) (6:> О), получаем

2р+l (2P+ I )
k~2 [1 + ь, (р)! ~ ехр ~ ь, (р) •

2р+1

Поэтому 'если предположить, что Jim L 6k (р) < 00, то отсюда сразу
р_оо 1<=2

2р+ 1

заключаем, что Нт П [1 + 6k (р)] < 00 и, следовательно, дробь (1) рас-
р..со k=2 .

-элемент на k-M этаже ветвя-

ходится .

Пусть ~k = тах b l" •.. .lk - максимальный
1,1,...lk

00

щейся цепной дроби (1) и ~ ~k < 00. Тогда, учитывая свойство «вилки»,
1<=1

получаем

Q\2P+ I) _ Ь . . А
. "l, ... 12p+l - 1,1.. .. l2P+1 ~ ....2р+1'

N

I b l , I ,... 12P + E2P~=I

N
1 I ~ 11

Ib/{. ~ ~2k+1 + .~ -'-0- +
, . · · ·'2р+1 '2k+ 2

-:-:--_..:.....' +
I b l,I•...12k+3

1 I
Ib/,l•. . •12k+2

N N

~ ~2P-1 + .~ *+ . ~
' .. ' . '2р=l '2p+I=1

N N

Q(2r + 1) - Ь · . + ~ ~
"" .. .12k+1 - ',l•...12k+l ~ -;-;------'- + ~

12k+ 2=1 12k+з=1

N

+ ~.
Е2р+,='

+

+ ~2k+3 + .., + ~2P+I.
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Аналогично получаем оценку сверху для Q~:f!...I2k :

Q};f:...i2k ~ ~2k + ~2k+2 + ... + ~2p,

Следовательно,

2р+1 р

~ ()k (р) = ~ [ тах
k=2 k=l {,i.. .•i2/t+1

р

< ~ [~2k (~2k+l + ~2k+З + ... + ~2P+I) + ~2k-1 ф2k + ~2k+2 + ... ~2PH.
k=1

Из условия ~ ~k < 00 следует существование константы К, что
k=1

~2k+l + ~2k+З + ... + ~2P+1 ~ К, ~2/. + ~2k+2 + ... + ~2p ~ К,

и поэтому

2р+1 со

Нт ~ ь, (р) ~ к ~ ~k < 00.
р .... сс k= 2 k=1

Таким образом, доказана такая теорема .

Теорема. Вегвящаяся цепная дробь (1) с положительными частными

знаменателями bi,I•...i
k

(1 ~ i k ~ N; k = 1, 2, ...) расходится, если Р,яд

~~k сходится, где

~k = тах bi,I•...{k
i,i....l k

обозначает максимальный член дроби (1) на k-M этаже.
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Изучению взаимодействия жидкостей с тонкими пластинками и оболочками
посвящен ряд работ, например [1,4-6]. В настоящей работе рассматривает­

ся расположенная в плоскости г = О балочная плита конечной длины 1 =
= ь - а, имеющая неограниченные размеры в направлении, перпендику­

лярном к плоскости хг (1 у 1< 00), и находящаясяпод слоем идеальной не­

сжимаемой жидкости, занимающей объем О ~ х ~ с, Iу 1< 00, О ~ z ~ h
(О ~ а < Ь ~ с). Считаем, что внешняя нагрузка отсутствует, движение

жидкости является плоским и происходит в плоскости хг. Тогда при опре­

деленных предположениях (подробнее см. в работах [1,6]) задачу о колебании

2* 19
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