
~~ структуру векторов ~{ и У, (см . лемму 2) и переходя к координат
а ~ve, представдяем эти соотношения в матричном . виде

.< тn-матрицы Х

х=

- - ""'- -
y*SX = М,

и у определяются

XfOJ

xr1j

у=

равенствами

ylOj

y ll]

(5)

xfm-1J уfт-I I

ih соотношений (5), учитывая обратимость матриц Х, У и М, получаем

XM-Iy* =S-I
...~. так как

- о

- о Jo

S-I J1.
_ Jo J 1 Jm=1

-х[О]

1,

X[ll

l м-! l(y[OI)*, (y[IJ)*, .•. , (yfm-1J)*J =

Xf~-IJ _

что И доказывает соотношения (4).
Отметим, что из теоремы 2 как частный случай следует пол~ченная в

работе [3] другим способом так называемая ортогональность обобщенно

нормированных собственных векторов и собственных строк квадратичного

матричного пучка.

то
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ОБ УСЛОВИЯХ РАСПОЛОЖЕНИЯ ковнея МНОГОЧЛЕНА

ВНУТРИ ЕДИНИЧНОГО КРУГА

При рассмотрении разнообразных задач устойчивости возникает, как из

вестно, необходимость установить факт расположения корней определенно

го многочлена внутри единичного круга. Этот вопрос решают , например,

применяя_известный критерий Шура - Кона [3]. в данной работе на ОСНО-
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ваннн нового представления безутианты [I] указанный критерий представ

ляется в форме, относительно просто записываемой по коэффициентам ис

ходного многочлена.

Пусть даны многочлены

f (х) = аохn + а.х"::' + + аn,

g (х) = ьохn -+- Ь\хn- ' + + Ьn

>(ао =F О, Ь; < О).

Матрица В (j, g), порожденная многочленом от двух переменных

В (х, у) =(f (х) g (у) - f (у) g (х»/(х-у) (= n~1 bklXkyl) ,
1<,1=0

т. е . В (j, g) = 11 Ьы ,,~;~o, называется безутиантой многочленов f (х) и g (х)
[3, 4J.

В работе Ш установлено, что матрица В (j, g) представима в виде

B(f, g)=51g(Al ) , (1)

где А ! и 5, - соответственно сопровождающая и ее симметризующая матри-

цы для многочлена f (Х), т. е. ..

О 1 - о О О

О О 1 О О

Af =
О О О

йn йn_1 Йn_2--- ---
~ йо - йо

О

I
аn-I аn-2 · . · а 1 ао

аn-2 аn-з... ао О
5

f
= .

а\ ао. " О О

,_ао О О О

Для доказательства соотношения (1) приведем следующие вспомогатель

ные утверждения [5].
Лемма 1. Матрица 51 симметризует слева каждую из матриц A~ (k =

= 1, 2, ... ), т. е . (51AJ)' = 5,A~ (t - обозначение операции транспониро
вания).

Непосредственно проверяется, что в блочно-диагональной записи мат

рицы 5)AJ (k = 1, 2, ...., n) имеют вид

51А; =diag (Ая , Аn-я) , (2)
где

О О О -а"

О О -аn -а''_1

Ая =
.

О -аn -аn-я+з -аn-я+2

- -аn -аn_1 -аn-Я+2 -аn-Я+l

аn-Я-I аn-я-2 " . а! ао

аn-я-2 аn-я-з ... ао О

Аn_я =
• ": f ; .

а\ ао О О.
ао О ... о о

12



(4)

Лемма 2. Если корни Х1, Х2' ••• ,:'Сn многочлена f (х) просты, то матрица

з, конгруэнтна матрице f' (D), точнее,

WtS/W = l' (D), (3)

где

1 .
" .

.~"}W= (~~, Х2

..........
n-I n-I

ХI Х2 ХN

D = diag (х1 , Xz, ... , хn ) - диагональная матрица с элементами -"1' х2 , •••

... , Хn '

Д О К а з а т е л Ь с Т В о. Вместе с многочленом f (х) рассмотрим МНО-
- - - I - -

гочлен f (х) = аох
n + a1~- + ... + а; и сопровождающую его матрицу А, .

• 1
Пусть х' (г) - линейно независимые собственные векторы, соответствующие

собственным значениям х, (У.{) матрицы А, (А,). Системы векторов (xl
} и

{i} связаны условием биортогональности [2]

. {О при i =1= j
(х', г1) = . .'

С{ при t = J.

Используя вид собственных векторов матрицы А, (А/) и соотношение г{ =
• i • -= S,y между собственными векторами матриц А, и А/ соответственно, из

условия (4) получаем

. { о при i =1= j,
Sx' 1 = .( , , У) f' (Х;) при i = J.

что и доказывает соотношение (3).
Установим представление (1). Для случая простых корней многочлена

f (х) в работе [4] показано, что

~tВ (f, g) W = D"g, (5)
где

(

f' (хl) g (хд о ...
D _ О - t' (х2) g (х2) '"

I.g - ..

о о

Используя непосредственно проверяемое соотношение А,W = WD и соот

ношение (3), получаем W!S,g (А,) W = D,.g, что и требовалось доказать.

Обозначим через t* (г) многочлен гnl (+-). Пусть q (г) ир (г) - многочле
ны, определяемые равенствамиf = q + ip, f* = q -ip, и R (q, р) - матрица,

порожденная многочленом от двух переменных .

R ~и,_ ~) . _i q (и) р (и! ~:v(и): (и) (~ k~~O fkIU!lv1) ,

т. е. R (q, р) = 11 fklllk~O' Справедлива следующая теорема ;3].
Теорема. Для того чтобы все корни многочлена t{z) находились внутри

единичного круга, необходимо и достаточно, чтобы матрица R (q, р) была

положительно определенной.

Покажем, что матрица R (q, р) представима в виде

R (q, р) = -SQP (Q) 1, (6)
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где Q и Sq -:- соответственно сопровождающая и симметризующая ее матри
цы многочлена q (z);

1=
(

o ... ~ i)
О • • • L О

i ..• о о

Рассмотрим дробио-линейное преобразование z = Х + ~ -лтереводящее
• Х I

единичный круг Iz I < 1 в верхнюю полуплоскость 1т (х) > О. Выполняя

эту замену переменных в многочлене f (г), получаем f (г) = F (X~ n
(X+I)

Представим многочлен F (х) ( = (х + ОN f ( ; +; ))в виде F (х) = а (х) +
+ iН (х) с ' вещественными многочленами G(х) и Н (х) и образуем безути

анту В (G, Н): дЛЯ эрмитовых форм R (q, р; ио, ... , un-I) И В (G; Н; ХО' ' "

• о ., Xn-l) С матрицами R (q, р) и В (G, Н) соответственно при и = Тх : uk =

= [(х + ty-I-k (х - i)k] * (k = О, 1, ... , n - 1) справедливо соотношение (3)

2R (q, р; ио, ... , Un-l) =-- В (G, Н; хо, .' О, Xn-l), (7)

из которого получаем

2T/R (q, р) у = - в (G, Н): (8)

Ограничиваясь ел учаем вешгственносги и простоты корней а1 , а2 , ••• , аn
многочлена G (х), из соотношения (8) получаем

(

G
1

(aj) Н (a j) О О)

W~2T'R (q, p)TW. ~ _ .•.0..' .• а'(а,)н.(,,:)::,., о . ~
. о о о, о G (аn ) Н (аn)

= -DG.tI,

где W ct - матрица Вандермонда, составленная из корней многочлена G (х).

Представление (6) будет установлено, если показать, что

W~TI2Sqp (Q)IТ1Vа = DG,/I. (9)

Используя непосредственно проверяемые соотношения

ТУ = IТ и TWa = WZDj ,

где Wz - матрица Вандермонда, составленная из корней г1' Z2' о •• , г; много

члена q (г); D1 т- диагональная матрица с элементами (а}+ i)n-l, (a 2+iг', О "
... , (a~ + i)n-I, а также леммы 1,2, получаем

. \

, 2iDjW~SqРЩ) WZDj = 2i Х

х (а,+ oJ"Н:ООР :") q' (") •(":::)~H:Р.(~,) .q'.(':).: • : • • .~ • • • • • ) .

\ О •• О (аn + i)2(n-l) р (zn) q' (zn)

Отсюда, учитывая, что

Н (х) = (х + i)n р (г); О (х) = (х + пn q (а),

* Скобки обоэвачают. что индекс опущен.

. i:



получаем соотношение (9) и, следовательно, Н (ctk) о' (ctk) = 2i (ctk + i)2(n-11 х·
Х Р (Zk) q' (Zk)' Представление (6) установлено . Отметим , что матрицы, фи

гурирующие в представлении (6), просто записываются через коэффици

енты исходного многочлена, если воспользоваться соотношениями (2).
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НЕОБХОДИМЫЙ ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ

ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

Рассмотрим числовые ветвящиеся цепные дроби с положительными частны

ми знаменателями вида

N

ct = Ьо +~ ------;:т-----
i, = l

или с использованием других более компактных обозначений.. .
N N N

ct = Ьо + I~ ~ + I~ I ~ I'I,I + + I~ ---'-1b"--I-:I.-..-.I
k--'-'
'+

Пусть

(l}l

N N

Q\P! J!:. Ь . + ~
1 I + + ~ 1 I (2)'••" •••I/l- .,I••..'ь I bl, I. ...lk+ 1

...
Ib/,I .... '»Ik+I=J ip=J

(3)

вегвящейся цепной

2р+l 2р

П Q~21;'+1) П Q\21;'>
.,..... I k 't.,... lkk= 1 k=1

Перегруппировываямножители в знаменателях правой части равенства (3),
получаем

, Ik = G: о = 1, 2, ... 1.
Тогда для разности двух соседних подходящих дробей

дроби (l) легко установить формулу Ш

N N N

Р2р+ !
_ ~ = ~ ~ ... ~

Q2p+1 Q20 1,=1 .,=1 /2P+ I= i

Р2Р+1 Р2Р

Q2P+l - Q2P

N N

}:}:
/,=11.=1
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