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Л. М. Зорин, И. И. Теребушко

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ РЯДОВ

К КАЧЕСТВЕННОМУ ИССЛЕДОВАНИЮ ДИНАМИКИ

УПРУГИХ ТРУБОПРОВОДОВ

Изучение малых колебаний и устойчивости равновесия упругого прямоли­

нейного трубопровода с упруго закрепленными концами сводится, как из­

вестно [4], к следующей обобщенной задаче на собственные значения:

f!V (х) + v2f" (х) + 2vлt' (х) + (1 + х) л2t (х) = О;

f" (О) - ~1ot' (О) = О; !" (1) + 1PJ' (1) = О; (1)

!'" (О) + Хо! (О) = О; Г" (1) - xJ (1) = О.

Здесь v = иl V :,; и - скорость потока жидкости (и > О при направлении
протекания от левого конца трубопровода к правому): 1. Е/ - соответ­

т
ственно длина и' изгибная жесткость трубопровода; х = - - отношение

р

линейных плотносгей трубопровода и потока; О ~ ,~( ~ 00, О ~ х( ~ 00

(i = О, 1) - параметры упругости закрепления, причем индекс «О» отве­

чает левому, а «1» - правому концам; л - характеристический показатель.

Построим согласно работам [2, 3] характеристический ряд задачи (1):
DO

(2)

Для этого оказывается удобным преобразовать формулы (15), (16) работы [3]
к следующему виду:

DO со

Fo = 1 + ~ а2nЛ2п + )1 а2л+!л.:.'л+I;
n=l n=o

rIle

DO

F2 = ~ ф2nЛ2n + ~2n+!л2n+I);
n=О

DO

F ~ ~2n
4 = ~ У2n' " ,

n=O

n

22n- I ~ (Cn- I- € Cn- i 2(n- l ){l + )1 .
а2n = г: 11-1 + n ) V Х <P2n-i,6n-2l.

(=0

(3)

[15



п

22n+ ! ~ с:" 2(n-1)+1 (1)1 .
aZn+1 = LJ п V + Х (j)Zn.бn+3-Zi,

i=O

f/

R 22n x.~ СI 2(n-I) (1 + )i
....2n = LJ f/V Х <j)2n.6n+2-2i;

{=3

11

R 22n+1 ~ Ci 2(n-О+1 (l)i .
....2n+1 = LJ nv + Х <j)2n+I.6n+5-Zi,

i=O

11

22n+1 '\-' Ci 2(n-i) (1 + )i •
'\'Zn = г: nv , Х <j)Zn+l.611-f-4-2l.

i=O

(4)

(5)

(7)

00 (_ l)kCZ+mv2kx2k+1

<рц = ~ (2k + j) I
k=O

Учитывая равенства (2)-(4), определяем последовательно коэффициенты

характеристического ряда (2):

Ао = (Xo1JJo + Х1'Фt) + (X01JJ1 + Х1'1'о) ~~ + 'Ро'Ф1 (Хо + Х1) ~~ +
+ XO)(;ll'~ + )(;ОХ1 ('Фо + '(1) 1'~ + ХО)(;l~'о'Фtl'о;

А1 = (Хо - )(;1) а; + (Xo1JJo- X11JJ1) й:t + (хо'Фt - X11JJo)~; +
+ 'Ро'Фt (хо - Х1) ~;, (6)

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи.
1. При упругом защемлении концов трубопровода (хо = )(;1 = 00) харак­

теристическое уравнение рассматриваемой задачи имеет вид

[P~ + ('Фо + '(1) г; + 'Фо'ФIF4 ] Х= 1 = О.
Отсюда при 'Фо = 00 и 'Ф1 = О приходим К уравнению

[P~]X=' = О,

отвечающему случаю, когда один конеи трубопровода жестко защемлен,

а другой - шарнирно оперт.

Как видно из формул (3.)-(5), функция Р4 и, следовательно,ее произ­

водные по переменной х зависят четным образом от параметра скорости по­

тока о, Таким образом, изменение направления протекания жидкости на

противоположное(V < О) при рассматриваемой 'поста нов ке задачи не влияет

на динамические характеристики, определяемые уравнением (7) (частоты ко­

лебаний, критические скорости, формы колебаний и др.) при любых зна ­

чениях параметров х, 'Фо и 'Ф1' Этот вывод (очевидный при симметрическом

защемлении) имеет место и при 'ФО =/=: 'Ф1 (несимметрическое защемление кон­

цов), в том числе для отмеченного выше случая *.
данный вывод не имеет места, если допустить поперечные перемещения

одного или обоих концов. Однако по мере увеличения жесткости опор на

указанных перемещениях (хо ~ 00, )(;1 ~ 00) изменение направления потока

на противоположноебудет все меньше влиять на динамические характерис­

тики трубопровода.

2. При малых значениях параметра v из формулы (4)-(6), сохраняя

в рядах (5) только первые члены, получаем

А1 = 2v (Хо - Х1) [+ + '1'~~l'l + -k- ('Фо + 'Фt)] • (8)

Согласно обобщенному критерию Гурвица [5j, при А 1 < О прямолиней­

БЕЯ фор~а равновесия трубопровода является неустоЙчивоЙ. Следователь-

* .:L:я задач обтекания прямоугольных пластинок И цилиндрических оболочек сверх­
Зd••J!..::::::uI ;:~:>:}KOY ЗН3.10ГИЧНЫЙ вывод был получен ранее [1].



но, при ХО > Хl' как ВИДНО из формулы (8), трубопровод неустойчив при

протекании потока от правого конца к левому (и < О), а при Хо < Х1 - при

протекании потока от левого конца к правому (и > О).

Случай Хо = Хl =;" когда приближенное значение (8) дает А 1 ~ О,
рассмотрим более подробно. Представив коэффициент А1 в замкнутой форме,

получим

А, = ~: {(1J'0-1J'1)[1-+Si:V + co;v ]).
Так как выражение в квадратных скобках при и =1= О положительно,

то можно сделать вывод, что при 'Фо > '1'1 трубопровод неустойчив, если

и < О; при 'Фо < 'Фl - если v > О.
Объединяя все рассмотренные в п. 2 случаи, приходим к следующему

выводу: при сколь угодно малой скорости потока прямолинейная форма тру­

бопровода оказывается неустойчивой , если поток направлен от конца, в

определенном смысле закрепленного менее жестко, чем другой конец (закреп­

ленный более жестко).

В заключение отметим, что при учете внешнего трения последний вывод

не имеет места, поскольку коэффициент А 1 характеристического ряда име­

ет вид

,11 = А1 +Ы 1 + Х) [('Фо + 'Фl) -1- :, (~~ -1- Хl) + :1(Хо'Фо + Xl'!'I) -1-

1 8 . 2 8+ ----зг- (Хо'Фl + Х1'Ро) +6г ХОХl +4г 'Фо'PI -1- 7г ХОХ1 (Фо + 'Р!) -1-

+~ 1J'0'l;1 (хо + Х1) +*XoX11J'0'PI]

и, следовательно, является положительным при достаточно малых значениях

параметра и. Тем не менее пр и достаточно малом трении критическое зна­

чение скорости потока в случаях, отмеченных в данном выводе, будет не-
- -

большим. действительно, если v ~ наименьшее значение, при котором А 1

меняет знак, то, очевидно, ик р < и.
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