
где

"'= (32)

(33)

(34)
s ла + k1 а

2 = -----ci2 аЛDза.2 л'

На основании работы [4] можно легко определить усилия и моменты в плас

тинке .

В случае трансверсальной изотропии получаем

w = ~ь уе-ау cos ах.

1t -
Если сделать замену х = - 2а + 'Х" то получим

М I М · МО -<зу. 
у у=О = О ып ах; w = 2aD уе SlП ах,

что совп адает с результатами работы [l], полученными в случае трансвер-

сальной изотропии. .
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в рамках классической теории Кирхгофа - Лява [1] изучено распреде

ление температурных напряжений в изотропных пластинках, ослабленных

криволинейными отверстиями. На базе уравнений теории пластин типа

С. П. Тимошенко [3, 5] определена концентрация температурных напряжений

возле отверстий в трансверсально-изотропных пластинках. Для пластин,

изготовленных из современных композиционных материалов , при иссле

довании концентрации температурных напряжений около отверстий необ

холимо учитывать анизотропию механических и температурных свойств.

Такому исследованию посвящена настоящая работа, в которой определено

влияние трансверсальных механических и температурных характеристик

материала на распределение температурных напряжений при изгибе плас

тинок, ослабленных криволинейными отверстиями. Численные расчеты про

изведены для нескольких видов отверстий, наиболее чаще встречаlОЩИХСЯ

в инженерной практике. '
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Исследуем напряженное состояние трансверсально-изотропной плас

тинки толщиной 2h, ослабленной криволинейным отверстием, контур кото

рого в параметрической форме записывается уравнениями

х = р cos у + Yjp-N cos Ny;

у = р siп У - Yjp-N sin Ny,

где р, " - ортогональная криволинейная система коорлинат; х, у - прямо

угольная система координат; Т], N - параметры, характеризующие форму

отверстия.

Пластинка находится в заданном температурном поле, линейно изме

няющемся по толщине

т = г! (х, у) (Т- ~ Т ~ т+) при - h ~ г ~ h, (2)

где з», т- - температура внешней и внутренней поверхностей пластинки.
В этих условиях пластинка испытывает температурный изгиб и разрешаю

щие уравнения теории трансверсально-изотропных пластин, учитывающие

сдвиговые и нормальные деформации и напряжения, имеют вид [4]

t1t1F = - ~ (а,! + "'a,~) t1T1;

t1cp - sicp = О; (3)

t1Ф-s~Ф=- ~ [(+V'Л- 0~Л~h2 )at+( 170 _ 0~~h2 )v'a;]T1•

Усилия и моменты выражаются следующим образом [4]:

м - _ D { д2 (Р + Ф) +" [_1 д2 (Р + Ф) л, _1 д (Р + Ф) J-
р - др2 р2 ду2 I Р др

д2 (qJ)} 19680' 2 Eoh2
[( 7, )-(l-v) дрду р + 9ji2kФ-Т-k- 1+ 5" л a t +

+ ~~ "'а;]т1 ;
м __ D [_1 д2 (Р + Ф) + _1 д (Р + Ф) + V д2 (Р + Ф) +

'1' - р2 ду2 Р др др2

+(1- )~ (д...)] + 196вО' ф_..!. Eoh 2
х

V дрду р 9h2k 3 k

Х [(1 + +V'л)аt + ~~ "'а;]т1; (4)

[
д2 (F+Ф) a2

qJ _ sf ].
нР'I' = - (l - ") D дрду р + д()2 ""2 qJ ,

Q(ОJР=-Л'{В ~[t1F+ ~(аt+v'а;)Тl]-+ ~~};

Q(o)'I'=-Л'{В+ :у [t1F+ ~ (at+v'a;)T1 ] + ~:};

Q(2)p= ~~ {(В+ 9~2) :р [t1F+ ~ (at+v'C4)T1]- + ~~}+

+ 3D дФ

Лh2 др

Q(2)'I' = ~: {(В + 9~Z2)+ ~ [t1F + ~ (at + ,,'а;) т1] +
aqJ} 3D 1 дФ

+ар + лh2 рдУ.
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Здесь

h

Т1 = 2~2 S Tzdz;
-h

? 'б G' 2г~
51 = 6k' (1 + ") fi2Е = (1 _ ") 8

" , 1 \

D = 2Eh
3

3 (1 - ,,2)
л' = 2k'G'h; Q' =+E~; '" " Е

f., = 1-" Е';

(5)

Е • (l-v) Е' .
Ео = 1-v-2 (V')2E/E'; Ео = l-v-2 (,,')2 ЩЕ' •

1- ,,2 . k = 1+ Q'Л
2h2

• k' =~
х = 1_" _ 2 (V')2 Е/Е' , 3D' 15

где Е, ", at - модуль упругости, коэффициент Пуассона и коэффициент

температурного удлинения в плоскости изотропии ; Е', О', »", а; - модуль
упругости, модуль сдвига, коэффициент Пуассона и коэффициент темпера

турного удлинения в плоскости, нормальной к плоскости изотропии.

Задача состоит в нахождении решения уравнений (3), удовлетворяю

щего на контуре отверстия граничным условиям

(Q(O)P+ Q~O)p)r = О; (Q(2)P + Q~2)P)r = О;

(Мр + Mg)r = О; (НРV + ~v)r = О,

где величины Q~O)P' Q~2)P' M~, Hgv соответствуют решению термоупругой
задачи пластинки без отверстия; Q(O)P' Q( 2)P' Мр , НРV - силовые факторы,

вызванные наличием отвеРС1;ИЯ.

Указанную задачу решаем методом возмущения формы границы в виде,

предложенном А . Н. Гузем [2] для решения задач о концентрации напряже

ний около отверстий в оболочках . Представим функции F, ер, Ф, а также

компоненты усилий Q(o)P' Q (O)V' Q (2)P' Q(2), И моментов Мр, Mv' НРV в виде
рядов по степеням малого параметра '1') ('1') ~ 1):

{F, ер, Ф, Q(O)P' Q,O)V' Q( 2)p, Q(2)V' Мр , M v , Hpv ) =
00

) / {F Ф Q{f) Q(/J Q'Л Q(Л М(Л M(f) Н(/)}= .... '1') ;, ер; ;, (О)р, (0 )'1" ( 2)р, (2'1')' Р , '1" PV '

'='
(6)

После перерасчета физических соотношений, разрешающих уравнений

и граничных условий для j-ro приближения решение задачи с криволиней

ными отверстиями сводится к последовательности краевых задач для плас

тинки с круговыми отверстиями.

Тогда в j-M приближении решение системы (3), удовлетворяющее усло

виям на бесконечности, можно взять в виде

00

Р/ = А~Л ln Р + ~ [A~)p-n + B~)p-n+2] cos nу;
n=l
00

~ сгк ( )' .ер/ =.....; п n 51Р sш nу,
n=1

(7)

~ (т) I 9Л'hх [( 7, Q'л'2h2)
Ф/ = n~l Dn К; (52Р) cos nу т 196Q' ""5 v f., - ----зD at +

(
7 Q'Л2h2 ) , ,]+ l"O-~ ча, Т1 ,

где AV1, A~1, B~, c~1, D',f - произвольные постоянные, которые опреде
ляем из граничных условий (5); КN (5i P) - функции Макдональда л-го

порядка.

Подставляя выражение (7) в формулы усилий и моментов j-ro приближе

ния и в граничные условия (5) , получаем системы алгебраических уравне

ний относительно неизвестных постоянных функций (7). Из этих систем
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определяем неизвестные постоянные в нулевом, первом и во втором при

ближениях.

Дальше определяем значения перерезывающих усилий Q(O)'\' , Q(2)'\' И

изгибающих моментов М'\' на контуре отверстия с учетом трех приближений.

Из анализа этих выражений следует, что они существенно зависят от парамет

ров ЕЮ', Е/Е' , характеризующих податливость материала пластинки попе

речным сдвиговым и нормальным деформациям, от отношений температур-

ных расширений а;/а/ и относительных размеров концентратора fo/h.
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УДК 534.1: 531.221.3

Л. М. Зорин, И. И. Теребушко

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ РЯДОВ

К КАЧЕСТВЕННОМУ ИССЛЕДОВАНИЮ ДИНАМИКИ

УПРУГИХ ТРУБОПРОВОДОВ

Изучение малых колебаний и устойчивости равновесия упругого прямоли

нейного трубопровода с упруго закрепленными концами сводится, как из

вестно [4], к следующей обобщенной задаче на собственные значения:

f!V (х) + v2f" (х) + 2vлt' (х) + (1 + х) л2t (х) = О;

f" (О) - ~1ot' (О) = О; !" (1) + 1PJ' (1) = О; (1)

!'" (О) + Хо! (О) = О; Г" (1) - xJ (1) = О.

Здесь v = иl V :,; и - скорость потока жидкости (и > О при направлении
протекания от левого конца трубопровода к правому): 1. Е/ - соответ

т
ственно длина и' изгибная жесткость трубопровода; х = - - отношение

р

линейных плотносгей трубопровода и потока; О ~ ,~( ~ 00, О ~ х( ~ 00

(i = О, 1) - параметры упругости закрепления, причем индекс «О» отве

чает левому, а «1» - правому концам; л - характеристический показатель.

Построим согласно работам [2, 3] характеристический ряд задачи (1):
DO

(2)

Для этого оказывается удобным преобразовать формулы (15), (16) работы [3]
к следующему виду:

DO со

Fo = 1 + ~ а2nЛ2п + )1 а2л+!л.:.'л+I;
n=l n=o

rIle

DO

F2 = ~ ф2nЛ2n + ~2n+!л2n+I);
n=О

DO

F ~ ~2n
4 = ~ У2n' " ,

n=O

n

22n- I ~ (Cn- I- € Cn- i 2(n- l ){l + )1 .
а2n = г: 11-1 + n ) V Х <P2n-i,6n-2l.

(=0

(3)

[15
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