
Полученное здесь решение уравнения (1) при т = 0.1 полностью сов

падает с решением , полученным в работах [2-4,71 путем указанного выше

разложения дифференциальногооператора на регулярную и сингулярную

составляющие.
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(1)

Рассмотрим пластинку, выполненную из армировавкого пластика. Считаем

ее материал ортотропным. Отнесем срединную поверхностъ пластинки к ор

тогональным координатам х, у. Углы поворотов волокон, нормальных К сре

динной поверхности, в направлениях осей х, у обозначвм соответственно

1'1, 1'2' прогиб срединной поверхности - ~'-

Уравнения равновесия в перемещениях имеют ВЩ

k (дУ) + alW) k (' д\': .-:... ~-;;:; ; _ - О'
1 дх дх2 + 2 ду . a;E.J · q - ,

д2у) D д2у) l ' .л, i}'!-i~ _ / . . .-:... ik:J) _ .
D1 дх2 + 3 ду2 Т (D 12 , Dз) дх.::;; k1 , 11, дх - О. (2)

д2у д2у ;.':.:. ; дw ) (3)
Dз ax z2 + D2 ду; + (D12 + Dз) ;xд;~ - k~ t1"2 -;- ду = О,

где D1 , D 2 - жесткости на изгиб в срелввной плоскости в направлениях

соответственно х, у; k1 , k2 - жесткости на сдвиг: Dз - жесткость на круче

ние; D12 = D1'V2 = D2v1 ; v1 , 'V2 - коэффициенты Пуассона. Принимаем,

что
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при условии

Здесь

(6)

(12)

(11)

(13)

ifl I д2

д1 = дх2 + 7 ду2; д2 = а2Д1;

л = -v k1
; е; = !l.L U= 1, 2); (7)

k2 k;

gl = о, (+- ~ );
'ф (1'1 ,1'2) - функция углов поворота нормального волокна; (jJ (1'1' 1'z) - вспо

могательная функция.

Подставляя равенства (4), (5) в уравнения (1)-(3), используя условия

(6), (7) и производя несложные преобразования, получаем

- D1д 1 д 1W + glд1 (jJ = - q + Е1д€q; (8)

~ш д( ~) ~
gз дхду2 + ау ЛDзL\ л.1\J + gl 7fX2- Лkz'Ф + glg4 дхду2 -

д<р дЗq _.
- gl"ax + gz дхду2 - О, (9)

дЗ~lW д ( gl д4jJ )
- gз дх2ду +ах - ЛDзДл.~) + (i2 ду\! + ЛkI!1\J -

дЗ<р gl д<р дЗq_

-glg4 дх2ду -7ау+gб дх2ду -о, (10)
где

д2 :;д2 д2 1 д2

il€ = дх2 +~ ду2; L\л. = дх2 + ",2 ду2 ;

2 •
ОЗВI 2 2 Dзв;;, .

g2 = 81е2--0- - е2а + -0-'
1 ?

gз = DI!a2
E1 - е1Dз - О1еl! + а2о

2Dз;

t;1 Оз O~ .
g4 = - а2 + ----;г: + 82 - /чх2 '

вт озвi озв~
g5=- - 2 +--+ 82el---'

а 01 ~

Вычитаем от уравнения (9) уравнение (10), предварительно умножив
1

уравнение (9) на -2' И продифференцировавуравнения (9) и (1О) соответ
а

ствен но по у и по х. После несложны х преобразований с учетом соотношений

(7), (8), .(11) и (12) получаем

л (~O л ~k 1,) + я« a2q в2Озg1а
2

д
2

л - О
L.ll 1\, зL.l):ф - 1\, 2'1' -о --д д - О A.k ~д lJ. л.q - .

1 Х If 1 ? ох 1/

Складывая уравнения (9) и (10), предварительно продифференцировав урав

нение (9) по х, а уравнение (10) - по у, имеем

(
д21р ) iJ4q

g18 1 дхду - <р + (g2 + gб) l)х2дl/2 = О. (! 4)

Уравнения (8), (13) и (14) составляют полную систему уравнений для опре

деления ю, 'Р и <р.

При решении системы (8), (13), (14) необходимо определить 10 констант

Определяем их, используя шесть граничных условий и удовлетворяя ур ав

нениям совместимости (9), (10). В случае трансверсальной изотропии, по

скольку gl = gz = gз = g.1 = gs = О, из этой с истемы следуют известные

[4] уравнения изгиба трансверсально-изотропных пластин .
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Пусть на ортотропную пластинку в форме полуплоскости у>- О, шар

нирно опертую по краю у = О, действует изгибающий момент Му Iy=o =
= МО cos ах. Граничные условия имеют вид

w Iy=~ = О; 1'1 lу=О = О; Му Iy=o = мо cosах. (15)

Применим метод интегральных преобразований Фурье. Введем в рас

смотрение трансформанты

00

; = ~ w cospxdx;
u

00

~ = ~ '1\' sin рхах;
u
00

~ = ~ <р соэ pxdx.
(j

(16)

(17)

(18)

Функции ш, '1\', q> выражаются через трансформанты W, '1\', q> по формулам
обращения

00

2 с-
w = n J W cos рхар;

о

00

2 с-'1\' = n J 'Ф sin pxdp;
(1

q> "2 ё ~ cospxdp, (19)
;t J

u

а Му можно выразить через 1'1,1'2 с помощью формулы

Му = о, (aJ; + "1 :1). (20)

(23)

(22)

(21)

Из выражений (8)-(10), (13)-(15), используя формулы (16)-(18)
и (20), получаем систему основных уравнений

D d4; + 2 2 о, d2w D 4- gl d2~ 2 - - О'
- 2 dy4 Р ---c.t2 dy2 - lР w + ---c.t2 dy2 - g lР q> - ,

~~ + (_ а2р2 _ л2р2 _ ~:) ~:~ + (л2р4а2 + kb:
2
р2) ф = О;

__1_ d2; + 2- + --.!!- d~ _ з d~ - О
а2 dy2 р q> а2 dy3 р dy - ,

уравнений совместимости

gзр d4w 3 d2w о, d3~ .,2
- ---c.t2 dy4 + gзр dY2 +т d!fl + (- лDЗJ-' - gvr - л~) х

d~ d2q, -
Х т- glg4P dy2 + gtPq> = О; (24)

е« n! dэW n4 tfUJ I ( о, , gl ) tPф +
71' dy~ - gЗJ' (ДJ' --Т- Р ' аг р dy2

+ (лD;JiI-:- л!4Р) ~+gl (g~ - ~z) : = О (25)

и краевых условий при У = О

- 8t ~ - 1 dф g - -
W = О; аг р dyz + (р - qpЗ) W +тт - k~ pq> = О; (26)

D { d4W 1 2" n2\ d2w d~ R\ d2~
2 - 82 dy4 + (- + а "'21' J dy2 - лр dy + k2a2 dy2 +
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г р2 СР; (2 4) - 1 dф IZ1 2- ]} _+ V1 l81 (i"2 dy2 + р - 81Р W +т р dII -Ii;" р <Р -

= МО ; 16 (р - а) + 6 (р + а)), (27)

где q = О; б (р) - дельта-функция Дирака.
- - -

Учитывая , что Ш, '1\', <р стремятся к нулю при у -+ 00, решения урав-

нений (21)-(23) получаем в виде

- С -Оа '/ С -оаll -.W= 4е + 5уе + шl'

- _ С -лVо'+ ~: :! + С -оау.'1\' - lе 2е ,

~ = Сзе-
оау + ~l'

(28)

29)

(30)

ра)--т- [б (р - а) +

Со = - ------------;----".,,...--!-.,,...;....~..!......:.:!...!--:-...,...-;,,.---------

Здесь ~l' q)i - частные решения уравнений (21), (23), которые находим в виде

g] ~,p VP2 + ~2 -лV 02+ k. у •

-Шl = ~ С1 -....,,[--,л'"2р--,2.-----'7k---'3~"""""] е Й"
01 ~ + o;!a:r - р2

- 1 / . k -лV0'+ k, g
<Рl = - С1лр r р2 + d. е о, .

Подставляя решения (28), (29) в краевые условия (26), (27) и уравнения сов

местимости (24), (25). определяем константы С1 , С2 , с; С4 , С5 :

( Л" k )М() ; DLp a~ + Dз~2 - р2 [о (р - а) + О (р + а)]
С1 = -----r====-:~::.--_7_:---__:__::-=--:-

1,2 VP2 + ---.!!:L (eвr + 2 k~ gJfJ2 _ kl
k2D2)'

о, а о,

gз1tрза ( Л~ +., Dk1
2 L)[o(P-а)+6(Р+ а)]

С М
а кр за у

2 = О

2 { 4 + 2 k2л 2 _ k1k202 }
евР а2 g l P О

я

Сз=О;

С4 = Мо1tglр2 [ б (р - а) + О (р + а)]

21.. ( 4 + 2М2 2 k1kзDз )
евР ---а:г gl P - О

3

МОП (л.Dзр2 - ~з рЗаЗ + gtP' + Лkз) ( .~ + лр~за
+ О (р + а)]

( " м k,k2Dз )'
4 geP + 2 аЗЗ glP2 - Dз

Здесь gG = Dз (-л2D2 + 2a.2D
2 - ~J).

Подставляя равенства (30) в (29), (28) и на основании работ [2, 3] счи

тая а> О, реализуем обратное преобразование Фурье (19) . Получаем

ш, 'Ф, <р в виде '

пмо (лозаз -: ~3 а2а2 + gya2 + Лkз) aS2W = 1tgIМоа
З е-аау cosax- __--:...- II.:..--:-;:- !...-_

~ ~,X

-оа »е а2М - IJ,,-Va'+ k,
Х уе у cosax - ' о е о, cos ах' (31). 2}"s] ,
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где

"'= (32)

(33)

(34)
s ла + k1 а

2 = -----ci2 аЛDза.2 л·

На основании работы [4] можно легко определить усилия и моменты в плас

тинке .

В случае трансверсальной изотропии получаем

w = ~ь уе-ау cos ах.

1t -
Если сделать замену х = - 2а + 'Х" то получим

М I М · МО -<зу. 
у у=О = О ып ах; w = 2aD уе SlП ах,

что совп адает с результатами работы [l], полученными в случае трансвер-

сальной изотропии. .

1. Амбарцимян С. А . Теория анизотропных п.lастин.-1I'\.: Наука, 1967.- 266 с.
2. Диткин В . А., Придников А. П. Интегральные преобразования и операционное исчис

ление.- ,\'\. : Наука, 1974.- 542 с.

3. Корн Т., Корн Г. Справочник по математике.- М. : Наука, 1970.- 720 с.

4. Пелех Б. Л. Теория оболочек с конечной сдвигсвой жесткостью. - Киев: Наук. думка,

1973.- 248 с.

Институт прикладных проблем механики

и математики АН усср

Львовский политехнический институт

удк 539.3

Б. Н. Полевой

ТЕМПЕРАТУРНЫй ИЗГИБ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОй

ПЛАСТИНКИ С КРИВОЛИНЕЙНblМ ОТВЕРСТИЕМ

Поступила в редколлегию

20.06.78

в рамках классической теории Кирхгофа - Лява [1] изучено распреде

ление температурных напряжений в изотропных пластинках, ослабленных

криволинейными отверстиями. На базе уравнений теории пластин типа

С. П. Тимошенко [3, 5] определена концентрация температурных напряжений

возле отверстий в трансверсально-изотропных пластинках. Для пластин,

изготовленных из современных композиционных материалов , при иссле

довании концентрации температурных напряжений около отверстий необ

холимо учитывать анизотропию механических и температурных свойств.

Такому исследованию посвящена настоящая работа, в которой определено

влияние трансверсальных механических и температурных характеристик

материала на распределение температурных напряжений при изгибе плас

тинок, ослабленных криволинейными отверстиями. Численные расчеты про

изведены для нескольких видов отверстий, наиболее чаще встречаlОЩИХСЯ

в инженерной практике. '
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