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ДЛЯ МНОГОСЛОЙНЫХ I<УСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ ТЕЛ

Важное применение в задачах механики при расч етах усто йчивости , коле

баний , упр угого и термсупругого состоя ний кусочио-однород ных (с точ ки

зрени я жестко сти 11 свойств материала) элементов конструкций нашли в

в последнее время обобщенные фун кции [1-111, в первую очередь единичная

функция Хевисайда и б-функция Дирака, которые позволяют соответству

ющие расчеты для неоднородного тела, состоящего и з отдельных элементов

постоянной жесткости либо изготовленногоиз однородногоматериала, вклю

чающего в себя отдельныесосредоточенныефакто ры, свести к решениюодной

математическойзадачи, исключив трудоемкий метод сопряжения между от

дельными однороднымиэлементами, применяемыйранее при таких расчетах.

Значен ие такого подхода, на наш взгляд, не ограничиваетсяудобством и

простотой. Полученные при этом аналитические выражения для искомых

величин могут быть с успехом применены и при расчетах несднородныхэле

ментов констру кций путем соответствующей замены неоднородного тела

моделью кусочно-одноролного. данный метод решения задач механики для

неоднородныхтел с применением ЭВМ на завершающемэтапе решениязадачи

при доведениирасчетовдо числа, очевидно, будет иметь преимущество в быст

роте и точности расчетов по сравнению с известными прямыми численными

методами решения таких задач.

Задачи механики для кусочио-однородныхтел с применениемобобщен

ных функций сводятся к решению дифференциальногоуравнения либо си

стемы уравнений с разрывными и сингулярными коэффициентами. Идея

решения таких уравнений заключается в том, что полученный дифферен

циальный оператор разделяется, по-существу, на сумму двух - регулярно

го и сингулярного операторов - с последующим решением уравнений от

носительно регулярного оператора [8-10] . Такой подход сводит решение

исходных дифференциальных уравнений к решению алгебраической систе

мы уравнении относительно з на чен ий искомой функции и ее производных

в точках сингулярности исходного дифференциального оператора.

Ниже применительно к одномерной задаче теплопроводности для кусоч

но-однородных тел (неограниченной пластины, сплошных и полых цилинд

ров И сфер) предлагается прямой подход к решению одного дифференциал ь

ного уравнения второго порядка с разрывными и сингуляриымн коэффи

циентами фактически без использования свойств б-функции . Единственно,

что здесь понадобилось , это очевидное тождество

d
dx [S (х)] х+ = О,

где

'10' х <О;
S (х) = +, х = О;

1, х> О;

Покажем применение предлагаемого подхода на примере решения урав

нения для стационарной задачи теплопроводности.

Рассмотрим решение уравнения

x-m[хmЛ(х)у'(х)]'=f(х) (xE[k, 1], kElO,1 ), m=

=0,1, ... , '), (1)
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где

"
}, (х) = Л] + " (Л f - Лf_l) s (х - XJ

1= 2
(I'f = соп эг, i = 2, З, .,. , п,

О ~ k< Х2 < ХЗ < '" <х,,< 1);

S (х - х/) - упомянутая выше симметричная единичная функция; t (х) 
кусочио-непрерывная функция с разрывами первого рода.

Уравнение (1), которое можно переписать в виде

I! .

Л (х) У" (х) + [mх-1л (х) + 1: (Л/ - Л/_J) д (х - х/)] У' (х) = f (х),
/=2

где

описывает стационарноетемпературноеполе кусочио-однородныхпластины

(т = О), полых и сплошных цилиндров (т = 1) и сфер (т = 2), состоящих
из п однородных слоев.

Отметим, что температура слоистого тела является непрерывной функ

цией координат с разрывами первого рода в точках сопряжения ее первой

производной по нормали к поверхности сопряжения. Вторая производная

в этих же точках, очевидно , имеет сингулярности типа б-функции .

Следовательно, применительно к температурному полю решение урав

нения (1) будем искать 'в виде

Здесь

п

У (х) = Ут (х) + ~ (х - Х/)+ У/.т (х)
/=2

(х Е [k, J]). (2)

Уm (х), У/,т (х) Е с(2) (k, 1);

т. е. У (х) Е С<О) (k, 1).
Подставив решение (2) в уравнение (1), найдем

л]х-т Ixmy~ (х)!' + л]х-т {хт '~2 [(х - х/)+ Yi.m (Х)1'} ' +

+ «:" {xm {~2 (л[ - л[_I) S (х - х/) [Ут (х) + ~? (х - Х/)+ Yi,m (х) J}
= f (х), (3)

откуда при х < Х2 должно выполняться очевидное равенство

""1 [xтy~ (х)]' = хт! (х), (4)

справедливое при х Е [k, 1].
Решение уравнения (4) можно записать в виде

х

Уm (х) = А + bx-т+ 1 + т I I ~. '1"\ (1 - х-т+lчт-l) f ('1"\) dТj
k

(т = О, 2, 3, ... , 1).
х

Уl (х) = А + В In х + S'1"\ lп1 f ('1"\) dТj,
k

где А, В - неизвестные произвольные постоянные.

(5)
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Теперь с учетом равенства (4) уравнение (3) можно переписать так:

"'1 {Хm ~2l(X - Xl)+Yl.m (х)],} ' + {Хm ;~2 о; - Лl_l) S (х - Xi) Х

Х ~21(X - X1}+'Yi.m (х)],}' +- {Хm ~, (Лi - Лl-l) S (Х - X1)У;" (х}}'= О. (6)

После интегрирования инесложных преобразований решение уравнения (6)
сводится к решению системы уравнений

"'2 [(х - Х2)+У2.т (х)]' + ("'2 - "'1) S (Х - Х2) У;" (Х) = О:

/"'зl(Х - хз}+Уз.m (х)]' +- (л'3 - л'2) S (х - ХЗ) I(Х - Х2)+У2.m (X)J' +-
+- (л'3 - /"'2) S (Х - ХЗ) У;" (Х) = О;

л'n [(х - Х,,)+Уn.m (х»)' +- (л'" - л',,_t) S (х - Х,,) [I~ (х - Xi)+Yl.m (х) +

+- Уm (х)]' = О,
которое имеet вид

(х - XI)+Yi.т (Х) = (~] - л~] ) S (Х - X1) !Уm (Х) - Уm (xi )]. 17)
, 1.-1

Итак, учитывая выражения (2), (5), (7), решение уравнения (1) можно

записать в следующем виде:

[

п ~ ~ ]у (х) = А +- В х +- 6(-г.- - Лl-I ) (Х - X1)+ +-
) п

+-*j (х - 1]){(11) d1] +- L(-& - Лl~l) S (Х - X i ) Х
k i= :J

Х [] (х - n) {(1]) d1] - J(Х; - 1']) f (11) d111 (т = О);

У (х) = А +- В [)П Х + ~ (~ - ~) S·(X - Xi ) )п ~] т
;=2 Л. 1.;_1 Х ,

) п

+- ~l S11 Jn-=- {(1']) d1'] +- ~ (+ -~)S(X- X1) Х
"'1 k 1) ;=2 /1., 1-1

Х [! 11 ln . ~ f(Т])d1']- J11ln ~; [(11)d1']] (т = 1);

(х) А В [
.-n+1 ~ ( "'1 Лt) S -т+1 -m+l 1у Х = +- х +- 6 '[; - Лi_ 1 (Х - Xi) (Х - Х; ) +-

х n

1 S (1 -m+lm-I f 1 "-'(' ;+- ~(m-l) k 1'] -Х 11 ) (1'])d11+- m-I f::, Т - 1.1_1) Х

Х S (Х - X1) [! 1'] (1 - х-т+l1']m-I) f (11) d11-

- ~ ч (1 - х",+'ч"~') f (Ч) dч ] (т ~~. 3, ., •• 1).
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Полученное здесь решение уравнения (1) при т = 0.1 полностью сов

падает с решением , полученным в работах [2-4,71 путем указанного выше

разложения дифференциальногооператора на регулярную и сингулярную

составляющие.
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ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН
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(1)

Рассмотрим пластинку, выполненную из армировавкого пластика. Считаем

ее материал ортотропным. Отнесем срединную поверхностъ пластинки к ор

тогональным координатам х, у. Углы поворотов волокон, нормальных К сре

динной поверхности, в направлениях осей х, у обозначвм соответственно

1'1, 1'2' прогиб срединной поверхности - ~'-

Уравнения равновесия в перемещениях имеют ВЩ

k (дУ) + alW) k (' д\': .-:... ~-;;:; ; _ - О'
1 дх дх2 + 2 ду . a;E.J · q - ,

д2у) D д2у) l ' .л, i}'!-i~ _ / . . .-:... ik:J) _ .
D1 дх2 + 3 ду2 Т (D 12 , Dз) дх.::;; k1 , 11, дх - О. (2)

д2у д2у ;.':.:. ; дw ) (3)
Dз ax z2 + D2 ду; + (D12 + Dз) ;xд;~ - k~ t1"2 -;- ду = О,

где D1 , D 2 - жесткости на изгиб в срелввной плоскости в направлениях

соответственно х, у; k1 , k2 - жесткости на сдвиг: Dз - жесткость на круче

ние; D12 = D1'V2 = D2v1 ; v1 , 'V2 - коэффициенты Пуассона. Принимаем,

что
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