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Ю. М. Каляно, Е. Г. Грицько

О ПРИМЕНЕНИИОРТОГОНАЛЬНЫХСИСТЕМ функций

ПРИ РАСЧЕТЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХПОЛЕй В ЛОКАЛЬНО

НАГРЕВАЕМЫХПО ТОРЦАМ ПЛАСТИНКАХ

Рассмотрим ортотропную полосу-пластинку I х I ~ {, нагреваемую по

зо не I у I ~ h поверхности х = l внешней средой, температура которой

10 (у) - симметричная функция. Через поверхности Iх I = l 11 ,г I = б

осуществляется теплообмен с внешней средой, температура которой всюду

равна нулю , кроме зоны нагрева Iу I ~ h поверхности х = {. для опре

деления устано вившегося температурного поля пластинки имеем известное

[1] уравнение теплопроводности

( 1)

(4)

(3)

(2)

(6)

и граничные условия

~: \X=I = - h1T Ix=l- I(ho (у) - h1) Т \x=l- ho (у) to (у)1 N (у);

дТ I-д- = hзТIХ=-I.
Х х=-'

, А _ д2 2 д2 • 2 _ Ау • afi ( у) . _ ~. _ аз •
I де L1 - -а 2 + k" ""'?'>т ' . kл - - ,-. ho (у) = - '.- . h1 - - ,-, h:J - 1 ,

Х '.Jy "" х 1" "х ""х

1.• , Ау - коэффициенты теплопроводности вдоль координатных осей х, у; ')(2 =
= a /A/j ; а - коэффициент теплоотдачи с поверхностей г = +6; ао (у) - сим

метричная функция , описывающая поведение коэффициента теплоотдачи в об

ласти Iу I ~ IL поверхно сти х = [; аl - коэффициент теплоотдач и с 'Этой

поверхности за пределами области Iу I ~ h ; аз - коэффициент теплоот

да чи с поверхности х = -l; N (у) = S_ (У + h) - S+ (У - h);

j
О при ~ < О;

S± (~) = 0,5 + 0,5 при ~ = О;

1 при ~ >0.
Применяя к соотношениям (1) - (3) интегральное преобразование

Фурье по переменной У, получаем

~~ = (k~~2 + ')(2) Т;

~ I + h/f \Х=l = + {fo Ш - f 1/10 (у) - h1 j Т (l, у) cos ;YdY}; (5)
~ t~ ~ _

dT I -- d- - hзТ\Х=-1 = О,
Х x~l

где

/1

10 (~) = ~ н; (у) to (у) cos ~ydy.
-h

(7)

(8)

Из равенств (4) - (6) видно, что решение задачи (1) - (3) с водится к нахож

дению зависимости температурного поля на отрезке IУ , ';;;; ;1 поверхности

х = 1.
Представляя Т на этом отрезке аналогично работам [2, 31 в виде

м

Т, (l, У) = L dm1/1m(у)
m=О

И подставляя (7) в (5), получаем
__ \ _ [М ]dT 1 -,

-d-'- + h1T, IX=1 =.f - {о ('~,) - 1: dm'l'm (s) .
Х х=l r 2n m=0
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Здесь
/z

d", = с.; .~ Т, (1, у) Уn (у) 'ф", (у) dy;
-1,

(9)

{1р", (у) (т = О, 1, 2, ... , ,wn- ортогональная система функций с весом

Уо (у) на отрезке Iу I ~ h; с'" - коэффициенты нормировки:

1,

Ч'", Ш = l' [hn (у) -1111 'Ф", (у) cos ~ydy.
~"

(1 О) )

(11 )

Решив к раев ую зада ч у (4), (6), (8) н перейдя в найденном решении к ори

гинал у, поЛУЧИ:';1

00 [ м ]Т, = +.i" 10 ш - ~ а; ЧГт (;) <Р (х) cos ;Yd'S.
о ", =0

где

(hз - 1')е-уи+х) - (/1:1 ..l.. )') е',CI+ХI

'р (х) = -----;~-----~----
е-2у! (/1] - )') (h :1 - )') - e'lV! (/t] -r \,) (/tз + у)

У = } / k~~2 + )(2.

Подставляя равенство (11) в (9), приходим к системе

dm = 7: I[fош-f dnЧ'n@]'Р(l)Фm@d'S.
о n=О

Здесь
h

Фm (s) = \ 'Фm (у) Уо (у) cos~ydy.
..:::."

(12)

(13)

Решив систему (12) и подставив з н ачени я d,." в (11), получим формулу для

определения температурного поля в полосе-пластинке.

Решение (11) точно удовлетворяет дифференциальному уравнению (1)
и в общем случае приближенно - граничному условию (2). Чтобы оценить

погрешность решения (11), раССМОТРЮ1 фувкпию БТ = Т - Тг ' где Т

точное решение краевой задачи (1) - (3).
Поскольку Т и Т, удовлетворяют уравнению (1), то БТ есть также реше

ние этого уравнения. Известно, что Д.1Я решений уравнения (1) применим

принцип максимума [4], из которого следует, что максимальное по модулю

значение функция БТ принимает только на поверхностях х = + [.
для оценки этого максимального значения рассмотрим функции

V (У) = t а;; 1.>.:=1 +- 111Т, 1,,=, + 1(/10 (у! - h1 ) Т. ;х= -/10 (у) 'о (.11)1 N (у)} (о/(о) ;

W ( (дТ, I I Т " " ! (14)
у) = .----;:;;- ,.::~ - l.:: • ""~; i (, (О) •

Учитывая, что Т, = Т - БТ, получаем следующие соотношения между

V (у), W (у) и ы:

V Ш) = - [ ддО: 'Х=I + h1БТ Ix=.! + о; (у) - h1) БТ Ix=,N (у)] ln ~O) ;

W (у) = (hзБТ ~x=-! - д~~ Ix=-J In~O) .

Заметив также, что в точке максимального значен и я функции I оТ I
u дБТ "Т

производная по внешнеи нормали ----an- и сама u одного з на ка , можно сделать

та кой вывод; функции V (У) и W (у) позволяют оценить максимальную по

грешность в определении температурного поля ортстропной пластинки и
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выбрать тем самым оптимальную величину М для численных расчетов

с заданной точностью.

Заменив в (П), (12) и (14) Т, Т" Х, у, to (у), 1, ~, п , ho (у), ь.. }lз ,

dm • х2 , с.; соответственно на 8 = (о ~O) ; 0, = 10~O); Х = -7- ; У =

- у . е (У) = 10 (У). Г: 11 = п: "=..!!.-.' ВI' (У) h (У) l' BI'
1

=- -" о 10 (О)' , '1 S, v " о = о ,

= h1/ ; Вiз = hз/; D", = lod~) ; Bi = хЧ2 ; Сm = cml, негрудно предста
вить решение задачи в безразмерном виде.

Рассмотрим случай, когда

80 (У) = 1- 8_ (1 У1- ео) + (Ь - k IУ 1) [8_ (1 У1- ео) - 8_ (1 У 1- е) ] ;

ы, (У) = Во [1 - 8_ (1 У1- ео)] + Во (Ь - k 1У 1) х
х [8-(1 У 1- ео) - 8_ (/YI- е)] + ы.,

где

k=--I-; ь=_8_.
1'- 80 8-80

В качестве ортогональной системы функций выберем тригонометриче

ский ряд . Тогда

1'] (У) = cos mпУ . С = S(m) . (У) 1
tm 8 ' т 8' 1'0 =;

{о (1]) = 2 (ВО + Bi1) ео siп 1'2 + 2B ok2 { 22 (е cos У] - ео cos 1'2)+
1'2 1]

-1- ~ [(y~ - 2) sin У] - (y~ - 2) siп У2]} - 2k (2ВоЬ + Bi]) Х

х [ 1~2 (С05 1'1 - cos 1'2) +*(е sin 1'1 - ео sin 1'2)] +
+2(ВоЬ2 + Bi]b)(e siПl'1 -ео SiПl'2);

У! 1'2

чг ( ) = В е (l _ Ь) [siп (1'2 + m~) -1- siп (1'2 - m~)] _ В k { 82
т 1] О I' з + m~ 1'2 _ m~ о (1'] + =)2 Х

Х [(- 1)"' cos У] - COS (1'2+ m~)] + ~ [(- 1)те sin 1'1 - ео siп (1'2+
1'1 пm

+ m~)] + ( 82 )2 [(- Г)" cos У] - COS (1'2 - m~)l +
i'l-mл

+ 1; [ (-I)те SiПУJ- €о SiП (Уz-ПФ)]}+
'У1-пm

+2bBo[(-I)теSiПУ] 21'1 J;
1'1 _ m2:n;2

~ siп (1'1+ m~) + н sin (1'! - m~);
1'1 тзх '\'t-m:n;

Л!'

'\'1 = пе; '\'2 = 1]ео; rз = + .
Результаты вычислений, произведенных по формулам (11), (12), (14)

при ВО = 0,91, Bi] = 0,015 , Вi з = 0,01, k'Л = 1, представлены на рис . 1-3.
Для е = 0,3 , ео = 0,29 на рис . 1 показана зависимость температурного поля

(кривые 1-8) и функции V (У) при М = О (кривые 9, 10) от координаты

у при Bi = 10-4 (кривые 1-4, 9) и Bi = 0,1 (кривые 5-10) , Кривые f. 5
соответствуют Х = 1, кр ивые 2, б - Х = 0,7, кривые З, 7 - Х = О ,

к р ивые 4, 8 - Х = -1. На рис. 2 при е = 0,3, ео = 0,29 показано изме-
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нение температурного поля в зависимости от координаты Х: кривые /, 5
для у = О, кривые 2, б для У = 0,29, кривые 3, 7 для У = 0,5 и кривые

4,8 для У 1. Кривые 1-4 соответствуют Bi = 10-, кривые5-8 - Bi =
= 0,1. На рис. 3 представлено изменение

температурного поля в зависимости от в в

точках Х = 1, У = О (кривая 1), Х = -1,
У = О (кривая 2), Х = 1, У = во (кривая 3),
Х = -1, У = 1>0 (кривая 4). Значению

М = О соответствует штриховая кривая ,

М = 1 - штрихпунктирная и М = 2, 3,
4 - сплошная. Расчет производился при

Bi = 10-, 1>0 = 0,951>. Проведеиные расчё
ты показали, что шах IV(Y)I > шах IW(Y) 1.

у у

Следовательно, для оценки погрешности

при расчете температурного поля достаточно

ограничиться исследованием функции V(Y).

10
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Значение температурного поля, рассчитанного при М = О и М = 4, отли

чается для указанных выше значений параметров менее чем на 0,3% (см.

рис . 1,2).
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