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ОПТИМИЗАЦИЯ РЕЖИМОВ НАГРЕВА КУСОЧНО.ОДНОРОДНОЯ

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЯ 060ЛОЧКИ

Определим оптимальные по напряжениям режимы нагрева кусочно-одно

родной теплоизолированной на внутренней поверхности цилиндрической обо

лочки радиуса R и постоянной толщины 2h. В качестве функции управления

принимаем переменную во времени температуру внешней поверхности обо

лочки t+ ("С). В дальнейшем будем пренебрегать возмущениями температур
ного поля в окрестности сечений сопряжения, т. е. принимать , что темпера

турное поле зависит только от координаты l' (- h ~ l' ~ h) и времени Т.

Примем, что .температура по толщине оболочки изменяется по кубичес

кому закону 11], который записывается в виде

aJh
2 ()'2 1) 'dT 1/ ajh)' ()'2 . 1)

t/(1', Т) . -2- Ji2-з ~ + -2- 3h2 -5 Х

dT2j '\'
Х~ + т '/+ h Т2/. (1)

Здесь индексы j = 1, 2, 3 введены для обозначения величин, относящихся к

областям однородности - Ь ~ z ~ -с - 1; -с ~ z .,:;;; с - 2 и с.,:;;; z ~

~ ь - 3 (рис. 1), где z - осевая координата; ai2 =~ - коэффициент
с/р/ .

температуропроводности; Лj - коэффициент теплопроводности; с, - удель-

r ная теплоемкость; Pi - плотность мате-

___-------...h----, риала; т - время;

h

Т" = + ~ tj ("С, 1') d1';
-h

h

Т2/ = 2~2 ~ 1'lj ("C , 1')d1'
-h

- усредненная температура и температурный момент, которые должны

удовлетворять системе уравнений теплопроводности

aJh2 dT 2/ 4 +
-s-(it+тт2,+Тt/=1 ("С);

2 2 dT 2j S 2 2 dT I j 5
ajh ----a·h --+-Т2/ = 0 .d. 2 1 d. 2

. Пусть температура оболочки в начальный момент времени постоянна

и равна 10' Тогда на основании за кона (1) для T I / , Т2/ получаем начальные

условия

= to. Точка над буквой обозначает про-

Т,/ (О) = 'о; Т 1 / (О) = О;

При этом согласно системе (2) ,+ (О)
изводную по Т.
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Т2/ (О) = О; 12/ (О) = О. (3)



(4)

Предположим, что на краях оболочки выполняются условия закреп

ления : N1 (± Ь) = О; ro (± Ь) = О ; ш (-Ь) = allTl1 ; со (+Ь) = а/ЗТ13'
Тогда напряженно-деформированное состояние характеризуется отличным

от нуля усилием N 2/ , изгибающими моментами М,,, м 2, И компонентами де

формации E'j , E2j, Xlj срединной поверхности оболочки [2], которые могут

быть представлены в виде

N2j = Do/ (ШОj - at/T 1/ ) ;

D 1j [aiol! д2ыо! ]
М'I = --h- --R-~+ at;(1 + '-') Т21 ;

_ ~ ~[vaiol! д2ЫО1 а/I (1 + '-') .] .
М21 - h R дх2 + 1 Т2/ ,

Е'I = - "'ШОj + а/; (! + "') Т 1/; Е21 = ШО/;

(5)

З(I-v2)Ю .

4h2

4
alO =Ы' Ф б a10z •

где шо; = -Т' Ш/- ункция проги ов; х = -R- .

2Е ·jI З
Do; = 2E jh - жесткость на растяжение; D1/ = 3 (1 ~ ,-,2) - изгибная жест-

кость ; Е/ - модуль упругости; "'1 = "'2 = "'3 == '" - коэффициент Пуас
сона; а/ г - коэффициент линейного температурного расширения. При этом

функция прогибов ШОj (х, Т) и функция температуры T 1j связаны между собой

дифференциальным уравнением

iJ4wo/
~ + 4 (шо; - аиТ,/) = О.

(6)

Меридиональные Uli И кольцевыеи2! температурныенапряжения на внеш

ней ы; at) и внутренней (aJj, a2j) поверхностях оболочки выражаются
через температуру и функцию прогибов следующими формулами:

EjhaIo [ д2wо /" a t l· (1 + '-') R ]
ап = + (1 _v2) R ~ + aioh Т2! +

E/a/ j±+ 1 _ v (Т1/ + Т2/ - t );

± [ _ aIoI! ( д2Ыо,
а2/=Е1 шо/-а/;Т Ii + ( I _ V2) R V~ +

a t j (1 + '-') R )] Eja/I ++ afoh Т2; + \-v (T 1; + T 2; - t - ) ,

где r (Т) - температура внутренней поверхности оБО.10ЧКИ.

Рассмотрим задачу об определении оптимального по напряжениям ре

жима нагрева по толщине кусочио-однородной цилиндрической оболочки,

внутренняя поверхность которой теплоизолирована, а на внешней темпера

тура (+ (Т) изменяется во времени и является функцией управления. При
этом на температуру и напряженияна внешней поверхностиоболочки накла

дываются ограничения следующего вила:

а) температура('с- (Т) на внешней поверхностиобо.10ЧКИ для О < Т < То;

ограничена значением То. а при т> т; равна t~. т. е .

10 < 1+('t) ~To для O~T :(;'t*;

-r- [*t (Т) = о Д.1Я т >- 't*.

где 't* - продолжительность режима нагрева ;

7 0-4\

(7)
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б) температурные напряжения а на внешней (от) поверхности изменя

ются в зада нных пределах :

+ + +. + + + 8)a Olj < а l/ < a *lj, аО2; < (J2j <:а· 2;. (

Сформул ирова нна я задача решается с использованием численного мето

да локальных вариаций [3]. в качестве критерия оптимальности п р и п и ма 

стс я минимум функционала энергии упругой деформации оболочки, кото

рый в рассматриваемом случае за писывается в виде

М* = (1~o~~2 f* {Т {(l - ,,2
) (atl Tl1 - 0) 01)2 +

V а lO о -Ь

112 ( ато д2Сйо1 )2 2atl (1 + ") (/zaTo д2Ыn1 )+ 3 R ---ах"2 + 3 Т21 -R-"(fX'J +аnТ21 +
J

+ 2ail (1 ~5") ai ll
4

[( d;~ l У + ;5 (d;;l У]) dx +

е. r { h2(ато azw )2+ Е; lc (l - ,,2
) (at 2T 12 - 0)02) 2 + 3 R дx~2 +

2at2 (1 +") ( ,щто д2Сйn2 ) 2 (1 +") a12a~h4
+ 3 Т22 ----г дХ2 + cx,t2T22 + 45 Х

Х [( d;~2 У + з15 ( d;;zп} ctx + ~:f{(I - ,,2
) (сх,tзТ1з- 0)0з) 2 +

h2(ато azwo~ )2 2а/з (1 + ") (haTo дZwоз )+ 3 R дх?'- + 3 Т2З -R-"(fX'J + сх,tЗТ23 +

+ 2 (1 + ~5a~a3h4 [( d;;з У + ;5 ( d;;~ n} dx } dT. (9)

В применяемом методе предполагается, что нулевое приближение решения

задачи известно. В нулевом приближении искомый температурный режим

t (t, (Т) выбираем так, чтобы выполнялись условия (7) и ограничения (8).
для нахождения первого приближения t(t (Т) весь интервал О < т < т,

разбивается точками т{ = i* ~ (i = 1, N - 1)на N равных частей. В каж

Д~Й момент времени "t{ для трех зна чен ий температуры t{C\; ("ti) - &; t{C\; (Т { ) ;
1<-0) ("t{) + & вычисляем зна чен ие функиионала (9). Шаг &варьирования тем

пературы задается так , чтобы температура t;b) (т{) + б удовлетворяла усло

виям (7) и огранич ениям (8). В качестве температуры tt) (т { ) выбираем ту
нз трех перечисленных. для которой значение функционала (9) минимально.

Построение последующих приближений проводится по описанном у ал

горитму и сопровождается дроблением шага варьирования температуры.

Игерационный процесс продолжается до выполнения условия

It(t+!) (т{ ) - {;;;) (т{) I< е,

где е - заданная малая величина .

Численный анализ выполнен для оболочки радиуса R = 25 см и толщи
ны 2h = 1,4 см , изготовленной из материалов со следующими характеристи
кам и :

Ез = 6450 . 102 Krz ;
СМ

сх,tз = 0,920 . 10-5-'- ;
град



л't = 0.003894, 1.,2 = 0,001541, л =0,001757~Л _'
3 см . с граа '

ка .'

г . град
Са = 0,175922 ---С2 = 0,080883,C1 =0,189999,

Рl = 2,56, Р2 = 4,08,
г

Рэ = 2,80 --'о ;
см'"

к2.0091,209

Рис . 2

кГ
6,мм,

1.4

На рис. 2 представлены графики изменения

максимальных кольцевых и меридиональных на

пряжений на внешней и внутренней поверхнос

тях оболочки вдоль осевой координаты х. Из

приведеиных графиков видно, что максимальны

ми растягивающими напряжениями будут коль

цевые на внешней поверхности оболочки в сече

нии с координатой х = 0,914.
На рис. 3 приведено оптимальное распре

деление во времени температуры н напряжений

на в неш ней и внутренней поверхностях оболоч

ки в сечении х = 0,914. Из этого рисунка видно,

что в начальный момент при подъеме температу

ры до максимальной растягивающие температур

ные напряжения возникают на внутренней по-

верхности . На участке охлаждения растягивеющие температурные папря

жения возникают на внешней поверхности . При этом на внутренней по
верхиости расчетными являются кольцевые растягивающие напряжения, а

на внешней - меридиональные.
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Рис. 3
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