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ОПТИМИЗАЦИЯ РЕЖИМОВ НАГРЕВА СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

ПРИ ПЕРЕМЕННЫХ ВО ВРЕМЕНИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Рассмотрим тонкостенную теплоизолированную на внутренней поверхности

замкнутую сферическую оболочку радиуса R и постоянной толщины 2h, на

внешней поверхности которой заданы переменные во времени граничные

условия. Температура оболочки отсчитывается от начальной, равна темпера­

туре внешней среды и равна нулю, т. е.

(t('\', u)-t+(u»S+(~-u)+ (h at~ и) + ви(,\" u)(S+(~-u)-

- S+ (U1 - и» + (! (,\" и) - ,+ (и» (S+ (из - и) - S+ (~- и» = О при,\, = h;
(1)

дt ~ и) = О при '\' = _ h; t (у, и) = 'с = О при и = О.

Здесь у - координата по толщине оболочки, отсчитываемая от срединной

поверхности; и = T/a2h2; а-2 - коэффициент температуропроводности; Т­

время; t (у , и) - температура оболочки; t+ (и) - температура на внешней
поверхности оболочки, которая изменяется во времени по определенному

закону; Bi - коэффициент Био; S+ --:- функция скачка; О < И1 < и2 < из;

из - продолжительность процесса нагрева сферической оболочки.

Примем, что температура по толщине оболочки изменяется по кубиче­

скому закону [2J, который запишем в виде

)_ '\' (,\,2 I ) dT* I ( '\'2 I ) dT '\'
(1', и -211 ЗJiZ-Т dИ+т 7-з dИ+тТ*+Т, (2)

h h

где Т = + J tdy, Т* = 2~2 J I'tdy - усредненная температура и тем-
-h -h

пературвый момент, удовлетворяющие системе уравнений теплопровод­

ности, полученной на основании соотношений (1):

[* d:U* ++:~ + Т* + Т - ,+ (и)] S+ (и} - и} + [-} (1 + ~i) Х

Х ~* +(1+ ~i) ~~ + (1 + Вi) Т* + Bi Т] (S+ (~- и) - S+ (И1 - и» +

[
I dT* I dT + ] S S )+ 15dil + 3 dll + Т*+ Т - ( (и) ( + (Из - и) - + (и2 - и ) =

= О; (1')

~ dT* _ dT + Т = О
5dи du *.

Учитывая нулевые начальные условия для температуры оболочки, на

основаниизакона (2) приходим к начальным условиям для Т и Т*:

Т (О) = О; d~~O) = О; Т* (О) = О. (3)

(4)

При отсутствии внешнего силового нагружения напряженное состоя­

ние оболочки характеризуется меридиональным a s и кольцевым at\ напряже­

ниями, которые определяются по формулам [1]

счЕ Т )
с, = at\= а = I _ " ( - t ,
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(5)

(9)

где (х, - коэффициент линейного температурного расширения; Е - модуль

упругости; v - коэффициент Пуассона . .
Рассмотрим задачу об определении оптимального по напряжениям режи­

ма нагрева по толщине замкнутой сферической оболочки, внутренняя поверх­

ность которой теплоиэолирована, а на внешней заданы переменные во вре­

мени граничные условия. Функцией управления является температура внеш-

ней поверхности оболочки. При этом на температуру t+ и температурные
напряжения оболочки накладываются следующие ограничения:

а) функция t+ (и) для О < и < из неотрицательна и ограничена зна­
чением to, а при и = из равна температуре tз (tз < to), т. е

0< t+ (и) < to для О < и < Из;

t+ (и) = tз для и ;» Из;

б) температура t+ (и) подчинена системе функциональных условий вида

и;

Suit+ (и) du = А! (i = О, n), (6)
о

где А( - некоторые постоянные, которые будут использованы в дальнейшем

для удовлетворения ограничений на изменение функций t+ (и) в фиксирован­
ные моменты времени;

в) температурныенапряженияа (1', и) на внешней а+ = а (h, и) и внут­

ренней а-:- = а (-h, и) поверхностях ' изменяются в заданных пределах:

at < а± < af; аг < О; af:> О. (7)

Решение задачи ищем методами вариационного исчисления . В качестве

условия оптимальности примем условие минимума функционала энергии
упругой деформации оболочки, которое в нашем случае записывается так:

8nhR2a;E (1 [ I (dT*)2 1 (dT)2 2]
М = 3 (1 _ ") J 525 ---cгu + 15 du + Т. du. (8)

о

Таким образом, функционал М рассматривается как функционал, заданный

на множестве функций Т, Т*, которые связаны с функцией управления

t+ (и) уравнениями (l '). .
Функции t+ (и) и а± с учетом ограничений (5), (7) на основании работы

Ш представим в виде

t+ (и) = ~ (sin (j)l (и) + 1);

at- (1t ( . at + (1t)
0+ = 2 вгп (j)2 (и) + + +;(12 -(11

(1;- - (11 ( (1;- + (11)
(J = 2 sin (j)з (и) + ,(12 -(11

где (j)l (и) - некоторые функции.

Решение задачи о минимизации функционала М с учетом уравнений

(1'), соотношения (2) и рассмотренных выше ограничений на функции t+,
а± эквивалентно решению задачи о нахождении экстремалей функционала

из
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!10)

+ (+ (1 + ~i) ~* + (1 + ~i) ~~ + (1 + Bi) Т* + Bi Т- Bitc) Х

( ] а; 1 dT Т Т
х (S+(u2-u)-S+(u1-u» + 15~+3~+ *+ -

- ~o (sin Ч'1 (и) + 1) (S+ (из - и) - з, (и2 - и»] + Л2 (и) [-} ~* +

1 dT 1 - ,,+ +.( . ot +ot )] ++-3-d + Т* + -Г-Е (0"2 -0"1) вш Ч'2 (и) + + +
и G.t 0 2 - 01 I

[
1 а; 1 dT Т 1-\1 (- -) ( . () ++ лз(u) -15""~ +зdU - * + 2а/Е 0"2 -0"1 SIПЧ'з и

+ o~+ o~ )] + Л4 (и) [_+ d~* + ~~ _ т*] +
02 - 01

t 11 }
+ т ~o Лiоиl (sin Ч'1 (и) + 1) аи.

Здесь Лl (и). ЛiО - множители Лагранжа.

Из необходимого условия экстремума функционала (10) получаем сле­

дующую систему уравнений Эйлера:

[Л1 -+ :и (+ ~ +Л1 +л2+лз+зл4)] S+ (и1 - и) +

+ [Вi х, - +:u (+ :~ + (3 + Bi) ~1 + х, + х, + 3Л4)] (S+ (и2 - и)­

- з, (и1 - и» + [Л1 -; d~ (: ~~ + х, + 1.2 + Лз+3Л4) ](S+ (из -и) ":-S+

[ 1 d (2 dT*
(и2 - и» = О; 2Т* + Л1 + Л~ - 1.3 - 1.4 '-15"" dU ,35 ---cru + Л1 + Л2-

- 1.3 - 61.4)] Х з, (и1 - и) + [2Т* + Л1 + Л2 - ЛЗ - Л4 - -} d~ ( :5 х ~

х ~* + 1.1+ Л2-Лз-6Л4)] (S+(uз-и)-S+(Uz-И» = 0; (11)

- ~ (л'1 - f ЛiOи l ) = О; Л2 cos Ч'2 (и) = О; ЛЗ cos Ч'з (и) = О.
;=0

Система уравнений (1I) вместе с (1'). (4) и условиями (7) составляет пол­
ную систему уравнений для определения оптимальных режимов нагрева

и соответствующих им температурных напряжений.

При м е р . Пусть температура t+ (и) на внешней поверхности оболоч­
ки равна нулю в начальный момент времени и = О. При и = ит • где О <
< ит < Щ, функция t+ (и) достигает максимального значения [о и выдер­
живается при этой температуре до момента и = иl. т. е. I

+ dt+ (ит)t (и) = [о для ит ~ и ~ и1 ; du = О. (12)

На промежутке времени ui ~ и ~ и2 имеет место конвективный теплооб­

мен по закону Ньютона. а на промежутке и2 ~ и ~ из функцией управления

является температура внешней поверхности оболочки (+. В момент време­

ни и = из t+ = tз , При этом предполагается, что на промежутке времени
О ~ и ~ иl растягивающие температурные напряжения на внешней поверх­

ности оболочки меньше допустимых. В этом случае из анализа системы урав­

нений Эйлера (11) при n = 1 следует,' что cos Ч'1 (и) =:/= О; cos Ч'2 (и) =:/= О;
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(15)

cos <Рз (и) =1= О; 1.2 == О; Аз =0; 1.1 = 1.10 + А20и . Тогда решение системы

уравнений (11) с учетом условий (2) имеет вид

т* = с1/(и-и , ) + C2e-
kU + СЗ + С4и + С5и2 ;

т = (+ ++)CJek(U-U,) + (+-+)C 2e-
kU + СзU+

+ (++ +) С4и + (++ +) С5и2 + Св, (13)

V 2800 -
где k = ----ЗЗ-. Произвольные постоянные С, (i = 1, 6) определяются из

условий (12) и нулевых начальных условий для температуры (1).
На промежутке времени иl ~ и ~ и2 функции Т И Т* определяются из

следующих уравнений:

-} (1 + ~i) d:U. + (1 + ~i) ~~ + (l + Bi)Т*+ Bi Т - Bit, = О; (14)

_ ~ dT. + dT _ Т = О
5du du *,

решение которых запишем так:

т* = CJek,u + C 2e
k,u;

т = ',- [~i ++++(~i + -}-)kJ ] C1ek
,u -

- [ , ~i +++-} (~i + +) k2 ] C2ek ,u,
где

и = и2

Ь

(16)

баJO

- (2 + ~~ Вi) ± V(2+ ~~ BiУ - -}вi (2 + , ~i )
k l ,2 = ---'--_-.:..._"....:....-----,-----,-----;:;.,..-,-----_----!._-

+(2+ ~i )

Произвольные постоянные CJ , С20пределя- t'
ются из условия сопряжения температуры То
t (')', и) в момент времени и = щ, Ц75

Если в момент времени и = и2 расгяги- Q2
вающие температурные напряжения 0+ до- 0.5 0,15

стигают значения, равного ot, а для и > и2 0,1

0+ > ot, то из анализа уравнений Эйлера Q25 0.05

(11) следует, что для обеспечения усло- o~---':'::4:-~;:::==~=~o
вий (7) согласно (9) необходимо перейти на

режим нагрева , при котором растягиваю- -0.05
щие температурные напряжения 0+ на внеш- -0.7
ней поверхности оболочки равны допусти- u
мым ot, т. е. 0+ = ot. в рассматриваемом
случае оптимальные режимы нагрева начиная с момента времени

определяются из системы уравнений

_1_ dT. ..L _1 dT + Т __ 1- v 0+' 2- dT. _ dT + Т = О
15 du I 3 du * - а./Е 2, 5 du du * .
На рисунке кривыми 1 показано оптимальное распределение темпера­

туры ,+ и соответствующих температурных напряжений на внешней поверх­
ности оболочки. для сравнения кривыми 2 показан оптимальный режим на­

грева и соответствующие ему температурные напряжения в случае, когда

температура ,+ на всем промежутке времени нагрева О ~ и ~ uз является
функцией управления.
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со Ф.Будз, Н. Г. Гачкеsич

ОПТИМИЗАЦИЯ РЕЖИМОВ НАГРЕВА КУСОЧНО.ОДНОРОДНОЯ

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЯ 060ЛОЧКИ

Определим оптимальные по напряжениям режимы нагрева кусочно-одно­

родной теплоизолированной на внутренней поверхности цилиндрической обо­

лочки радиуса R и постоянной толщины 2h. В качестве функции управления

принимаем переменную во времени температуру внешней поверхности обо­

лочки t+ ("С). В дальнейшем будем пренебрегать возмущениями температур­
ного поля в окрестности сечений сопряжения, т. е. принимать , что темпера­

турное поле зависит только от координаты l' (- h ~ l' ~ h) и времени Т.

Примем, что .температура по толщине оболочки изменяется по кубичес­

кому закону 11], который записывается в виде

aJh
2 ()'2 1) 'dT 1/ ajh)' ()'2 . 1)

t/(1', Т) . -2- Ji2-з ~ + -2- 3h2 -5 Х

dT2j '\'
Х~ + т '/+ h Т2/. (1)

Здесь индексы j = 1, 2, 3 введены для обозначения величин, относящихся к

областям однородности - Ь ~ z ~ -с - 1; -с ~ z .,:;;; с - 2 и с.,:;;; z ~

~ ь - 3 (рис. 1), где z - осевая координата; ai2 =~ - коэффициент
с/р/ .

температуропроводности; Лj - коэффициент теплопроводности; с, - удель-

r ная теплоемкость; Pi - плотность мате-

___-------...h----, риала; т - время;

h

Т" = + ~ tj ("С, 1') d1';
-h

h

Т2/ = 2~2 ~ 1'lj ("C , 1')d1'
-h

- усредненная температура и температурный момент, которые должны

удовлетворять системе уравнений теплопроводности

aJh2 dT 2/ 4 +
-s-(it+тт2,+Тt/=1 ("С);

2 2 dT 2j S 2 2 dT I j 5
ajh ----a·h --+-Т2/ = 0 .d. 2 1 d. 2

. Пусть температура оболочки в начальный момент времени постоянна

и равна 10' Тогда на основании за кона (1) для T I / , Т2/ получаем начальные

условия

= to. Точка над буквой обозначает про-

Т,/ (О) = 'о; Т 1 / (О) = О;

При этом согласно системе (2) ,+ (О)
изводную по Т.
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Т2/ (О) = О; 12/ (О) = О. (3)
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