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(3)

(1)

о ЗАВИСИМОСТИ ПОВЕРХНОСТНЫХ УСИЛИЙ В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ

ОТ КРИВИЗНЫ ПОВЕРХНОСТИ

На граниuе твердого тела вследствие окисления, нанесения спеuиального

покрытия или в связи С перегруппировкой атомов возникает тонкий при­

поверхностный слой . Его механическое состояние описывается с помощью

тензора поверхностных усилий, тогда как в случае жидкой поверхности было

достаточно одной скалярной величины - поверхностного натяжения.

Поверхностные усилия Na.i'> (а, ~ = 1, 2) связаны с плотностью поверх-

ностной энергии у формулой Херринга [6] .

Na.~ = уба.i'> + -г- .
Ba.i'>

Компоненты тензора деформации приповерхностного слоя выражаются

через компоненты вектора перемещений ;0 по известным формулам [4]

_ 1 дио + 1 дА1 Wo •
Еl1 - ~ да1 А1А2 да2 ио + l[;" ,

_ 1 дио + ] дА2 + W o •
Е22 - ~-да АА -----аа ио -R '

2 2 12 1 2

e12=~-д(~)+~_д (~)
А1 да1 А2 А2 да2 А1 •

Здесь CX1, ':12 - ортогональные криволинейные координаты на поверхности;

A 1 , А 2 - коэффициенты первой квадратичной формы поверхности; R 1 ,

R2 - главные радиусы кривизны.

В линейном приближении

N сф = уоба.tI + N~tI.

Постоянная уо представляет собой ту часть поверхностной энергии, кото­

рая не зависит от дерормации: N~tI - дополнительные поверхностные

6 O·4l 81



(5)

(6)

{9)

(10)

усилия, связанные с компонентами 8а/3 линеиными соотношениями

• 2Eoh • 2Eoh . • Eoh
N II = ---2 (811 + "0822); N22 = ---2 (822 + "0811), N 12 = -Т-+v 812' (4)

1-vo 1-"0 о

где Ео и "о - модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала приповерх­

ностного слоя; 2h - его толщина.

Полные поверхностные усилия N a/3 должны удовлетворять уравнени­

ям равновесия

д (A2Nll ) + д (A 1N12) + дА! N дА2 N - А А ( )0
да да -да 12- ar;:- 22 - 1 2 а1n - ql ,

J 2 2 1

д (A1N22) + д (A2 N12) + дА 2 N дА, N - А А ( )"
да да -да 12 - ---;;::- 11 - 1 2 а2" - q2 ,

2 J , (JU.2

N,! + N22 +R;- R;: = - О"" q",

где q - вектор внешней нагрузки, приложенной к поверхности; (al n• а2n.

оn,,1 ~ компоненты напряжений, действующих на приповерхностный слой

со стороны основного материала. Последние являются граничными значе­

ниями при подходе к поверхности компонент тензора напряжений 0ij, опре­

деляющихся из системы уравнений

иу2;+ (л + О) grad div ~ = О;
1

е/; = 2""" (V,UJ + V jU,); а" = леkk8i; + 2Ое//.

Здесь л, G - коэффициенты Ламе.

При отсутствии внешней нагрузки и при величине ')'0. не зависящей от

координат на поверхности, подстановка соотношений (3) в уравнения (5)
приводит к следующим уравнениям:

д (A2 N;]) д (A1N;2) дА! н; дА2 * А А
д + д + -д- 12- -a- N22 = 1 2а \ n;
а, а2 G.z а,

д (А1N;З> д (A2N ;2) дА 2 N" дА! н; А А
да2 + даl + д~ . 12- да2 11 = 1 2а2n; (7)

N;. N~ ( 1 1 )
--+--+аnn=-уо -+-.
к, я; я, R2

Таким образом, уравнения (2), (4), (6) и (7) вместе с условием равенства пе­
ремещений на поверхности

и = ио (8)

образуют полную систему, из которой определяются усилия N~/3o
В простейшем случае сферической поверхности раздела радиуса R из

системы (6) получаем

1-2"
W = Е яаnn

(Е, ,,- модуль Юнга и коэффициент Пуассона основного материала), а

уравнения (2), (4), (7) дают

2 * 1-"0 ян;
аnn = - R (')'0 + N\\); W O = 2hE

o
11·

Из условия (8) при малых ~I следует, что

н: = _~ Fo 1-2"
R Е ! - "о 1'0' (11)



Тогда полное усилие будет таким:

. (1 4h е,Nll='\'0+N11 =)'0 -TfГ 1-2").
1-"о

(12)

Аналогичные выкладки для тела со сферической полостыо приводят

к формуле

(
2h г; 1 +" )N11 =)'0 1 - R fГ 1 - "о . (13)

(18)

(19)

Соотношения (12), (13) отражают зависимость полных поверхностных

усилий от радиуса кривизны поверхности раздела. Необходимость получе­

ния зависимостей такого рода отмечалась, например, в работе [8].
Если упругие постоянные основного материала и тонкого приповерх­

ностного слоя отличаются незначительно (Ео ~ Е; Vo~ v), то формулы

(12) и (13) приводятся к виду

(
4h 1-2")

Nll =)'0 1 - R 1_ " ;

( 2h 1+")
N11 =)'0 1~ R.. --Т=V .

в этом случае вместо решения контактной задачи для неоднородной системы
твердое тело - поверхностный слой можно рассматривать уравнение меха­

нического равновесия, включив в него массовые силы, распределенные по '

поверхности

. i
... ... ( 1 1 ) /) (~ - а) -+

G'V2u + (л + О) grad div и = '\'0 R;'" + R
2

\3 iз , ' (15)

где ~I - ортогональные криволинейные координаты, выбранные таким об­

разом, что ~3 = а - уравнение поверхности; h l - коэффициенты Ламе;

б (~ - а) - дельта-функция.

В частности, для сферической границы раздела

d2w +~ dw _ 2w _ 2'\'0 б (,-R) (16)
d,2 , d, ,2 - R л + 20 •

Общее решение уравнения (16) можно получить, используя методы работы:

[\J: .

w -= K 1r + ~2 ++ Л~20 (г- ~:)S(r-R). (17)

Здесь S (г - R)- функция скачка; р = 2;0 ; К1 И К2 - константы, опре­

деляющиеся из граничных условии

а" ]r=R+O = О;

д.; Iг=R-О = О, а., 'г=оо = О

для сферы и тела со сферической полостью соответственно.

' . Проделав несложные выкладки, получим'

сГГ = - р [1 - S (г - R)]; аее = О'<р<р = - р [1 - 1 " " S (г - R) ]

для сферы и

«, = р ( ; )3 S (г - R);

Р (R)3 S ( R) Р 1+"О'ее = O' qJ(j) = -2 г г - - T--т=v-[I-S(r-R)]

для тела со сферической полостью.

6*

(20)'

8З



. (21)

Дополнительные поверхностные усилия будут для сферы и тела со

сферической полостыо соответственно :

• . . ' . ' 1-2v
N1J = 2haee Ir=R+O = - 2hp L _ v

• . ' I + v
N 1J = 2haiJe Iг=R-о = - ph _L_- ,-v

и снова приходим к формулам (14) для полных усилий.

Из выражений (19),(20) следует; что при переходе через поверхность

с~ачок нормальных напряжений [а,,] . = р, а скачок [аее] = [афф] =

.' р 1 v v . Анализ уравнения равновесия (15) и линейного закона Гука
(третье уравнение системы (6» показывает, что такие соотношения справед­

ливы для произвольной достаточно гладкой формы поверхности твердого

тела . Всюду кроме границы решение уравнения (16) при граничных усло­

виях (18), т. е. выражения (19), (20), совпадает с решением [2] однородного

уравнения равновесия при граничных условиях а" Ir=R = -р или а., Ir=R =
" . р соответственно для сферы и тела со сферической полостью. Аналогич­

ный результат справедлив для любой формы поверхности [7]. Таким обра­

зом, два сформулированные выше утверждения дают возможность исполь­

зовать решения обычных краевых задач теории упругости для нахождения

компонент тензора поверхностных усилий.

. , JJроиллюстрируем сказанное на примере эллиптического отверстия

в .плоскости (при плоской деформации). В этом случае р = ~: ' а кривиз-

1
на Ri определяется по формуле [5]

1 _ R cr [со' (а) + со' (а)] г.,, (а), (22)
~ - е Iсо' (а) 13 '"

где z = о> (~) - функция; отображающая внешность заданного контура

на внешность единичной окружности I Р I = 1. Для эллипса с полуосями

а, Ь

н

. а+Ь ( т)
г = о> (~) = -2- ~ + т ; а-Ьm=-­

а+Ь
,23)

L 2 1- т2 (24)
~ = а + Ь (1 + т2 - 2mcos28)"/'

Напряжения определяются функциями Мусхелишвили Ф (~) и чr Ю [3]:

арр + сев = 4 ReФ (~); (25)

аее - арр + 2iapo = ~2 [о> (~) Ф' (~) + 0>' (~) ч' (~)].
р2со' (~)

Последние находятся из граничного условия при ' ~ = а = eie:

Ф (а) +Ф (а) - ( 2) (а) {о> (а) ф' (а) + 0>' (а) чr (а)] =

С С l-m2 C=~
= t (а) = (1 + т2 _ 2т cos 28)"/" < а + Ь ' (26)

и выражаются через коэффициенты разложения функции t (а) в ряд Фурье
00

i (а) = 12o + ~ аn (аn + о-n) следующим образом:
n=l



(27)
•

2тйQ (l + ~2) ~2 +
(~a _ т)~

f na2n~-2n-l]
n=1

тао (1 - ~2)
(~2 _ т)2

ао
~2_т

+ 2~ 1+ т~2
~2 _ т

На контуре отверстия получаем

аео = 2'\'0 [ 1 - т2
_ 4 (1 + т) Е ( 2Уm ) 1 J '

а + ь (l + т2 _ 2т cos 28)'/' л 1+ т 1 + т2 - 2т cos 28

(28)

]}.
(29)

(Е - полный эллиптический интеграл первого рода). Интересующие

полные усилия N ее в приповерхностном слое выражаются так:

N ее = 1'0 + 2h (аоо - 1 V v р) =

4 (l + т) Е ( 12 +Уmт ) 1-2v 1+т2

п (1 + т2 - 2т cos 28) - 1 - v (1+т2 - 2т cos 28)'/,

нас

в описанной модели величины N~r" отражающие аависимость полных
поверхностных усилий от кривизны поверхности (вообще и от координат

на поверхности), хара ктернауют различие между понятиями «поверхност­

ная энергия» и «поверхностныеусилия» и особенности поверхностных явле­

ний на границе твердого тела по сравнению с поверхностными явлениями

на границе жидкости. В отличие от последней в случае твердого тела тензор

поверхностныхусилий не является шаровым. В частности, в рассмотренном

выше примере, когда твердое тело занимало внешность эллиптического ци­

линдра, в направлении, перпендикулярномк плоскости, будут действовать

поверхностные усилия Nu = 1'0' отличающиеся от усилий Nee = 1'0 +
+ N;e.
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УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ТРЕХКОНТИНУУМНОR МОДЕЛИ

СОБСТВЕННОГО ПОЛУПРОВОДНИКА

Полупроводник как термодинамическая система содержит три взаимодей­

ствующие подсистемы -8 электроны, дырки и кристаллическую решетку.

Концентрациясвободных носителей в полупроводникахмала по сравнению

с металлами и может изменяться в связи с возможностью переходов
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