
х

Рис . 1

пределения напряжений а", и ау в зави- 6;
симости от х, Fo и вi при у = О, е =
= 0,1, с = 10 приведены на рис. 1.

Напряжения a",ly=o сжимающие и с

ростом х уменьшаются. Напряжения

ау Iy=o изменяют знак, переходя из об

ласти сжатия в область растяжения.

Максимального значения напряжения

достигают при х = О. Из графиков вид

но , что с ростом критериев Bi и Fo на

пряжения уменьшаются.

Исследуем теперь влияние двусто

роннего покрытия на распределение тем

пературных напряжений. Приводим гра- -0,04

фики изменения напряжений ах. ау (рис. 2),
't"xy (рис. 3), возникаюшихв однородной

пластинке (е = О) и в пластинке с двусторонним покрытием (е = 0,1; 0,25),
в завис:имости от у при х = О (ах, ау) и х = 2 (Тху ) . При этом Bi = 0,01,

-U,Об

-0.015
'<ху

8 12 ' ·. у

Рис. 2 Рис. 3

Fo = 1, с = 10. Как видно из графиков, максимальные значения напряже

ний в стальной пластинке с двусторонним покрытием при принятых зна

чениях критериев Bi и Fo с увеличением толщины покрытия уменьшаются.
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Н. В. Салтанов

ВАРИАЦИОННblЕ МОДЕЛИ ЭЛЕКТРОГИДРОДИНАМИКИ

В ЭйЛЕРОВОМ И ЭЙЛЕР·ЛАГРАНЖЕВОМ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ

Хорошо известно, что вариационные формулировки моделей и задач физики,

механики, прикладной математики и т. д. обладают определенными преиму

ществами. В частности, в последнее время значительный прогресс в пост

роении моделей механики сплошной среды достигнут в работах Л. И. Се

дова [15 и др .] . в термомеханике эффективные вариационные принципы сфор

мулированы Я. С. Подстригачем, Э. И. Григолюком и их сотрудниками [1,
5,9, ]7]. в исследованиях В. С. Ткалича [15, 16] выполнена значительная
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работа по анализу и развитию системы вариационных принципов теоре

тической динамики .

В настоящей работе на основе принципа Гамильтона - Остроградского

в эйлерсвом и эйлер-лагранжевом представлениях строятся и изучаются

математические модели электрогидродинамики - одной из интенсивно

развивающихся областей механики сплошной среды [2-4, 6, 8, 10]. Струк
тура этих моделей аналогична структуре моделей гидродинамики, рассмот

ренных в работах 112, 13].
Функционал в эйлерсвом представлении. В произвольной ортогональной

системе координат рассмотрим информационный функционал

S (t, х; Е, Ф, р, и, ЧJ, Х, П; *) = SSS5и; + L*) dх1dх2dхзdt; (1)

ь, = vg [р (v; _ Q_ d(p _ П dX) _ eoEJ _ 8 0Ej дФ].
- 2 dt dt 2 h/ дч ,

d д Vj д

Q=Q(t, Х, Ф, и, р, ЧJ, Х, П), dГ=д[+hj дх/; X={Xi}; (2)

Е= (Ej ) ; V = {и.}; Х = { ХГ } ; П = {ПГ}; i, i, .. . = 1, 2, 3;

Г = 1, ... , Г*.

Здесь Е; - напряженность электрического поля; Ф - электрический по

тенциал; 1'0 - электрическая постоянная вакуума; Q- обобщенная энер

гия единицы массы среды, являющаяся произвольно заданной функцией

своих аргументов. Остальные обозначения аналогичны принятым в работе

02]. Отметим, что функционал работы [12] является частной специализа

цией функционала (1), (2) при Ф = О. При бр =1= О функционал (1), (2) описы
вает течения сжимаемой среды, при р = сопэг - несжимаемой.

Условия стационарности. Выполняя варьирование функционала (1),
(2) по функциям сравнения E j , Ф, Vi' р, ЧJ, П и Х и преобразуязатем условие

стационарностипо плотности с помощью условий стационарности по компо

нентам скорости, получаем такие соотношения:

дФ
Е; = - hiax/' i = 1, 2, 3; . (3)

(6)

(5)

(4)

(7)

(9)

(8)

(10)

д VgEk v-.
8o-a- -

h
- - = gpx,

Xk k

и; - W i = -/1 (aarp + П ддХ), i = 1, 2, 3;
1/ х/ Xj

2
V/ сm- р arp дХ О
-+Q-V -Wi+-+-+ П- = .2 I Р д! д! '

дVgp +~ VgPVk = VgpRт;
д! aXk hk

дХ aQ
(fГ = - дО ;

д VgрП + д VgРПVk _ V- га ,
дt aXk hk - gp дХ '

'" _ aQ • Cll'!" _ дQ • Р _ ,,2 дQ • nm _ aQ
'" = дФ , W i = дщ' = t"' дР' r<; = arp .

Здесь х - удельный электрический заряд; 'IJJ i - обобщенный векторный по

тенциал: р - давление; R
т

- удельная скорость ввода массы . Соотношение

(4) есть закон Кулона, (5) - представление для скорости (в общем случае

неяввое), (6) - обобщение интеграла Лагранжа - Коши, (7) - уравнение

нераэрыввоста с учетом источников массы, (8) и (9) - уравнения для обоб

::::::e~x координат и ИМПУЛЬСОВ. Подставляя выражение (3) для напряжен-



(14)

(16)

насти электрического поля в закон Кулона (4), имеем '.

80l1ф = - рх, (11)

где l1 - оператор Лапласа. Полагая в соотношениях (3) - (9), а также

в первом, втором и четвертом соотношениях (10) р = const, получаем условия
стационарности для несжимаемой среды. При этом третье из соотношений

(10) (выражение для давления) не имеет силы. Для определения давления

в этом случае служит обобщение интеграла Лагранжа - Коши (6).
Уравнения движения и ьнерги и. Вычисляя полную (субстанциональную)

производную по времени от величин V и (Q - u,W j ) , с использованием усло

вий стационарности (3) - (10) находим

д (у - W) W tl7 Vp m'Г
дt -v xrot(v- )+VT=--р--хЕ+V*(vjWj-Q)+

+ и, (V - V*) W j - Rm
(у - W); (12)

d (Q - tI/U] '> р dp dф. d* (Q - Uj1JJ ,> +
dt = pzdГ + xdГ+ dt

+ и . (d* - d) W, + Rm (tl7_ Q_ L) (13)
I dt 2 р •

Звездочка у знаков дифференцирования по аргументам t и Х; всюду озна

чает, что его результат определяется только явной зависимостью дифферен

цируемых величин от соответствующего аргумента. Соотношения 12), (13)
представляют собой 'уравнения движения и энергии электрогидродинамики,

соответствующие функционалу (1), (2). Отметим, что произвол в выборе обоб

щенной энергии Q как функции своих аргументов может быть использован

для аппроксимации реальных состояний и источников заряда, массы, им

пульса и энергии. В частности, традиционная модель электрогидродинамики

с «вмороженным» В среду зарядом описывается следующей специализацией

обобщенной энергии:

f{! d*X
Q=@(p, Х)+Х(Х)Ф+{[Г; X=X(t, Х, Х),

где ~ - внутренняя энергия единицы массы среды; Х - произвольно за
данная функция своих аргументов. Здесь и далее входящие в обобщенную

энергию слагаемые с функцией Х описывают свойство градиентной инвари

антности электрогидродинамического поля, аналогичное градиентной инва

риантности электромагнитного поля [7], а также градиентной инвариантнос

ти гидродинамического поля [12].
Законы сохранения. Пусть функция Лагранжа Lo явным образом не

зависит от времени, d*Q/dt = о. Тогда на основе исходного функционала

получаем закон сохранения энергии

д 1 г;: (tl7 ()''Г SoEj)
дt v gp 2 + Q- и, W , - хФ + -2- +

+ .г: Ygp [Vk (и7 + Q _ v.W, + J1_) + I~Ф] = О' i~ = водЕ! (15)
дХk hk 2 I Р , ,- dt •

Пусть функция Лагранжа Lo явным образом не зависит от какой-либо

из координат х.. д*QJдХi = О, дh/дХi = О, j = 1,2,3. Тогда на основе исход

ного функционала получаем закон сохранения i-й компоненты импульса

:t ygph j (иl - W () +

д ,г;: [ PUk ()''Г 80Ek h Е ( еоЕ7) ~k]+ aXk " g "7ik h, (и, - W ,) - т i 1 + р + -2- Uj = о.
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(18)

(24)

(20)

(23)

Интегралы симметрии. Пусть время является циклической переменной.

д/д! = О. Тогда из соотношения (6) получаем

2
Vj nl~ Р
t+Q-v/w/+р=О. (17)

Соотношение (17) представляет собой обобщение интеграла Бернулли.

Если циклической переменной является координата Хз , ' д/дхз = О, то из

соотношения (5) получаем

vз-1I)з = О.

Соотношение (18) представляет собой интеграл симметрии по пространст

венной координате Хз •

Обобщение теоремы о вихре. Пусть имеет место специализация

Q=Qo(t, Х, Ф, и, p)+y(t)(fP+'X)+ а;:; 11)0/= ~IO' (19)

где Qo и у - произвольно заданные функции своих аргументов, величина

')( определяется согласно (14). (Заметим, что определение (19) для 11)0/ будет
использовано далее при рассмотрении стационарных с циклической коор

динатой, изоэнергетических и потенциальных течений.) для специализа

ции (19) уравнение движения (12) преобразуется к виду

д (у -; 1.fJ О) _ v х rot (у - 11)о) + у (у - 11)о) +

+ 'V(1 + Q - .V j1l)01 + +)= О.
Применяя к (20) операцию ротора, получаем

a1l). _ . _ Sydt
-aг-rot VХоо*, 00* . е rot(v-1I)o). (21)

Соотношение (21) представляет собой за кон сохранения (евмороженности»

соленоидального вектора 00*. В качестве частной специализации он содержит

соответствующий закон сохранения работы [12].
. Стационарные с циклической координатой течения. Пусть течения ста-

ционарные, координата ХЗ является циклической и J
d"X

Q = Qo (Х1, Х2, Ф, и, р, Х) + (fГ; Х =- !В (Х) + ХзWз (Х) + ')(1 (Х1, Х2, Х);

(22)

Здесь Qo, В, wЗ и ')(1 - произвольно заданные функции своих аргументов.

Отметим, что специализация (22) включает, в частности, традиционную мо

дель электрогидродинамики с «вмороженным» В среду зарядом. Не уменьшая

общности, в рассматриваемом случае набор обобщенных координат Х можно

отождествить с одной величиной - функцией тока '1\', через которую вектор

скорости выражается следующим образом:

рО .
V = -h- 'У'I\' Х ез + tJзез,

р а

где ро - положительная величина . размерности плотности; ез - единич

ный вектор в направлении оси Хз . Выражение (23) представляет собой реше

ние уравнения неразрывности. Подставим выражение (23) в уравнение дви

жения (12). В силу принятого предположения о симметрии третья компонента

полученного соотношения удовлетворяется тождественно. Первые две его

компоненты приводят к следующему уравнению:

h ~O h [-дд h2(- и2 + 11)2)+ -дд h1 (и1 - 11)1)] +
р 112 3 Х1 Х2

+ д (Qo- В) + WЗ + hз'l1J оз dwз О
д,!, ~ ,d1jJ= •
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Подставим выражения (22), (23) в соотношения (17), (18). Разрешая полу

чившиеся соотношения относительно величин Vз и р, можно получить зави

симости

Vз = Vз (х1 , х2 , Ф , '1\1, "У, 'Ф); р = р (х1 " х2 , Ф, 'Ф, V'Ф). (~5)

с учетом зависимостей (23), (25) получаем, что задача сводится 1< системе

двух нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных

второго порядка (11), (24) для определения электрического потенциала и

функции тока. Если среда несжимаемая, величина ' (Qo - В) является поли

номом степени , не выше второй по величинам Ф, V i И 'Ф, а величина wз 
полиномом степени не выше первой по величине 'Ф, то задача сводится к сис

теме двух линейных уравнений.

Изоэнергетические течения. Пусть течения стационарные и

d*XQ= Qo (х, Ф, v, р) + llГ; ' Х = - 'Во + ХО (х, Х). (26)

Здесь Qo и ХО - произвольно заданные функции своих аргументов; ВО 
постоянная. Тогда из уравнений движения (12) и неразрывности (7) сле

дует, что

rot (v - W'o) = APV; (vV) А = О. СП)

с помощью (17) при выполнении условия д (Qo - vjW'Oj + р/р)/др =1= О мож
но найти зависимость р = р (х , Ф , v) . Таким образом, получаем, что в

рассматриваемом случае задача сводится к системе уравнений (11), (27)
для определения пяти величин Ф, V1, V2, Vз И А. Если среда несжимаемая,

величина А постоянная, а обобщенная энергия Q является полиномом степе

ни не выше второй по величинам Фи Vi' то задача сводится к системе четырех

линейных уравнений. Отметим, что в гидродинамике стационарные с цик

лической координатой и изоэнергетическиетечения впервые были рассмот

рены Громекой [11 J.
Потенциальные течения. Пусть имеют место соотношения

dX
П = О; Q = Qo и, х, Ф, v, р, <р) + dГ; Х = Х (t, х), (28)

где величины Qo и Х - проиэвольно заданные функции своих аргументов.

В этом случае соотношения (5), (6) принимают вид

2t),,.. Vj t),,.. Р a(q>+X)
v- wo=V(<p+X); t+Qo-v/wо/+р+ at =0. (29)

Пусть выполнено условие д [v -W'o, (vJ/2) + Qo-vjW'Оj + (р/р)J/д (v, р) =1=
=1= О. Разрешая тогда систему уравнений (29) относительно скорости и плот

ности, получаем зависимости

v = v (У); р = р (У); У= {t, х, Ф, <р, ~; , "У<р}. (30)

С учетом соотношений (30) получаем, что задача сводится к системе двух

нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных второго

порядка (7), (11) для определения потенциалов Ф и <р . Если среда несжима

емая, а обобщенная энергия Q является полиномом степени не выше второй

по величинам Ф, v, и <р, то задача сводится к системе двух линейных урав

нений.

Выше для стационарных с циклической координатой, изоэнергетических

и потенциальных течений были отмечены случаи, когда задача сводится к ре

шению систем линейных уравнений. Это обстоятельство может предоста

вить известные преимущества при конкретном анализе.

Функцнонал в эйлер-лагранжевом представлении. В переменных

Эйлера - Лагранжа аналогом функционала (1), (2) является следующий

информационный функционал:

, S (t, хо, Е, Ф, х, р; *) = НН а; + L*) dxo, dxo.dxo.dt; (31)
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(33)

{
2'2 [ ] [ ..2L ="JI".i,; h; Х, Р . ygp D (х) } lГ:: t:., D (х)

о - gоРо -2- - Q+р YgoPo D (хо) - 1 - Во V g т D (хо) +
· + ь... д (Ф , XZ. хз) +~ д (Xt • Ф. Хз) + Ез д (Xj. Xz. Ф) ]. (32)

ht д (хо, , Хо,' Хо,> h2 д (Хо" ХО,' Хо) н, д (Хо" ХО,' ХО) ,

Q = Q(Z)', = (aPoQ _ h7 xj дРО) (Р6 _д_~).
Ро = Ро (Z); Р др 2 др / р2 др РО '

Z = (t, ХО , Ф, х, Х, р}; t = О; Х, = хо!; g = go; р = Ре-

Здесь обозначения аналогичны принятым в работе [13].
Условия стационарности. Варьируя функционал (31), (32) по функциям

сравнения е; Ф, Р и Х!, получаем

Е 1_ д (Ф, XZ, Хз) / D (Х) •

1 - ht д (Хо,. Хо" Хо,> D (Хо) ,

а( YdEz ) д( уgЕз )
Xj, -h-

z
- ' хз Х\' Xz. -hз-- YgoPox •+ + =~=-"--

д (Хо.' Хо,' Хо,> д (Хо" Хо" Хо) 80'
(34)

(35)

(36)

Результаты варьирования фуикционала (31), (32) по функциям сравнения

Е2 , Ез , Х2 И ХЗ получаем соответственно из выражений (33), (36) циклической
перестановкой индексов 1, 2 и 3.

Соотношения (34) - (36) представляют собой закон Кулона и уравнения

неразрывности и движения электрогидродинамики в эйлер-лагранжевом

представлении при наличии источников заряда, массы, импульса и энергии .

Произвол в выборе величины Q и Ро как функций своих аргументов мо
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о ЗАВИСИМОСТИ ПОВЕРХНОСТНЫХ УСИЛИЙ В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ

ОТ КРИВИЗНЫ ПОВЕРХНОСТИ

На граниuе твердого тела вследствие окисления, нанесения спеuиального

покрытия или в связи С перегруппировкой атомов возникает тонкий при

поверхностный слой . Его механическое состояние описывается с помощью

тензора поверхностных усилий, тогда как в случае жидкой поверхности было

достаточно одной скалярной величины - поверхностного натяжения.

Поверхностные усилия Na.i'> (а, ~ = 1, 2) связаны с плотностью поверх-

ностной энергии у формулой Херринга [6] .

Na.~ = уба.i'> + -г- .
Ba.i'>

Компоненты тензора деформации приповерхностного слоя выражаются

через компоненты вектора перемещений ;0 по известным формулам [4]

_ 1 дио + 1 дА1 Wo •
Еl1 - ~ да1 А1А2 да2 ио + l[;" ,

_ 1 дио + ] дА2 + W o •
Е22 - ~-да АА -----аа ио -R '

2 2 12 1 2

e12=~-д(~)+~_д (~)
А1 да1 А2 А2 да2 А1 •

Здесь CX1, ':12 - ортогональные криволинейные координаты на поверхности;

A 1 , А 2 - коэффициенты первой квадратичной формы поверхности; R 1 ,

R2 - главные радиусы кривизны.

В линейном приближении

N сф = уоба.tI + N~tI.

Постоянная уо представляет собой ту часть поверхностной энергии, кото

рая не зависит от дерормации: N~tI - дополнительные поверхностные

6 O·4l 81
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