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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

В НАГРЕВАЕМЫХ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА ПЛАСТИНКАХ

С ДВУСТОРОННИМИ ПОКРЫТИЯМИ

Рассмотрим свободную от внешней нагрузки неограниченную полосу-плас

тинку толщиной 2«5 с двусторонним покрытием толщиной 2h, в которой по

верхности хо = +L теплоизолированы, а через боковые поверхности 20 =
= +«5 осуществляется теплообмен с внешней средой нулевой температуры

по закону Ньютона. Пластинка нагревается системой мгновенных равно

отстоящих сосредоточенных источников тепла, расположенных вдоль оси

у [3]. Предположим, что температура пластинки в начальный момент вре

мени равна нулю.

Физико-механические характеристики пластинки с двусторонним по

крытием представим в виде

Р (г) = Ро + (Р1-РО) [5+(г + 1-28) -5_(г-1+ 28)], (1)

где Ро и Р1 - физико-механические характеристики покрытия и основного

материала; 8 = 4-; 2 = ~ ;

{
1, 11>-0; {l, 11>0;

з: (11) = О, 11 < О; S+ (11) = О, 11 ~ О.

для определения нестационарного температурного поля в рассматри

ваемой системе воспользуемся уравнением теплопроводности для неодно

родных пластинок [2], которое в данном случае запишется так:

АТ - Bi*Т = /:0* - о-ь (х) «5 (Fo*) ~ (1 + 2 ~l СО~ЛтУ). (2)

Краевые условия примем в виде

ддТ I = О; Т = ддТ = О при 1у 1-+ 00, т IFo'=o = О. (3)
х JxJ=1 У

Здесь х, у - координаты точки срединной поверхности пластинки, отнесен

ные к ее полутолщине «5; 2с - расстояние между соседними источниками

тепла; «5 (~) - дельта-функция Дирака; а, л~i), С/, Р; - соответственно
коэффициенты теплоотдачи с поверхностей 2 = ± 1, теплопроводности, теп

лоемкости и плотность покрытия (i = О) и основного материала (i = 1);

Fo[I+2b(K,.,-I)] Q
1+ 2в (КС - 1) ; Q* = 1+ 2в (КС - 1) ;

д2 д2

А = дх2 + ду2 •

BiBi* = ; Fo* =
1+ 2в (К,., -1)

Bi - аl). Fo _ G1"t. Q = ---!1~.
- л(l) , - {Р , 2л(1)I)З •

t t

для определения температурных напряжений воспользуемся формулами

А"Я неоднородных пластинок [2], которые в данном случае записываются в

:=, з~дe

аи = J1 (~: + ~;) + з, ~~ - Jз ; аху = +J2 (~~ + ~~ ).
, (4)

ayy=J1(~: + ;;)+J2;; -Jз,



(5)

где отнесенные к полутолщине пластинки /) перемещения срединной поверх

ности пластинки и (х, у, Fo), V (х, у, Fo) удовлетворяют уравнениям

д2и д2u iJ2V aJ
2 и, + J;) дх2 + з, ду2 + (2J1 + J;) дхд; = 2 дх

3
;

a2v a2v д2и г:
2(J1+J2) ду2 +J2 дх2 + (2J1 +J2) дхду = 2 дуЗ;

Л1 , ttl - коэффициенты Ламе; а}/) - температурный коэффициент линейного
расширения покрытия (i = О) и основного материала (i = 1);

J1 = Yl + 28 (Уо - Yl); J 2 = 2 [ttl + 28 (/Lo - ""l)]; Jз = [У; + 28 (Y~ - Y~)J Т;

2/...t1Ч • 21111'1t
УI = /...{ + 2и/ Yi = /...1 + 2111

Вводя функцию Ф таким образом, что

1 дФ 1 дФ

и = ---т; ах ; v = ---т; ду ,

после интегрирования по х первого уравнения (5) (или по у - второго)

для определения функции Ф имеем уравнение

.1Ф = КоТ, (6)
где

К - 1+28(K1-1). К К v
,,- 1+ 28 (К2 _ 1) , 1 = ct l \ l1;

e:t(0)

Kct = -Щ-; Е/ - модуль упругости; 'УI - коэффициент Пуас
e:t(

Е
КЕ=-О.

Е, ,

сона (i=O,I).
Представим компоненты

.Эйри u и функцию Ф в виде

д2р

ахх = ду2 ;

температурных напряжений через функцию

(7)

где F = U -Ф.

Поступая аналогично работе [3] для однородных пластинок, находим,

что функция и удовлетворяет бигармоническому уравнению

мu=~ ~

если справедливо уравнение (6).
Уравнения (2), (6) по виду совпадают с соответствующими уравнениями

для однородной пластинки [3]. Таким образом, аналогично работе [1] для

армированных пластинок квазистатическая задача термсупругости для плас

тинки с двусторонним покрытием приведена к соответствующей задаче ДЛЯ

однородной пластинки. Поэтому, заменяя в известных решениях [3] задач

термсупругости для однородных пластинок, нагреваемых системой мгно

венных равноотстоящих сосредоточенных источников тепла, коэффициенты

Вi, Ро, Q, а/Е соответственно на Bi*, Fo*, Q*, Ко, получаем решения соот

ветствующих задач для. полосы-пластинки и неограниченной пластинки

(1-+ 00) с двусторонними покрыгиями :

Q*e-M i
( Х Ро* ) ( 1 ее _1.,2 Fo' )

Т = 2/с itз 2Г' /г ""2 + m~1 е т cosЛтУ ;

_ KoQ*e-Мi ~ 1м (/...т) /...m *
а,ц - - 2с LJ cosЛтУ { L [q> (лm , Fo ) (сl1ХЛm sh LЛm +

m=J
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(9)

+ l'Лт ch !лт ch хлт - хлт sh [лт sh хлт) -

- (!+ e~:т sh !Лт) ch хлт + х sh хлmJ+ к; le-lxl~m - лm'Ф (х, лт , FO*)]} ;

аху = K(JQ;:-Mi i: siп лту { М ~Лт) [ер (лт , Ро*) л~ (! sh хлт ch !лm -
т=1

- Х ch хлт sh [лт) + sh хлт (e-l~m ch [лт -lЛт) +
+ хлт ch хлт] - лm [е-!Х ' ~т sgn+ х + d'i' (х, d~m, Fo*)]);

K(JQ*e-
Мi <~ {2М (лm)

ауу=-ахх + 2с L.J СОSЛmУ t [сhхлm-ер(лm, Fo*) х
т=1

1 -~~Po' ( Х
Х лm ch хлт sh !лт] - т е t}3 2Г'

+*[1 - е, (~ , F;*)J);
х'-Mi---

Q' 4Ро* ( 1 ос> _~2 Ро' )
Т = е V -2 + \'-' е т cosЛmУ ;

2 л Fo*c г:
rn=1

K(JQ*e-Мi 00 [

a~x = 2с ];1 ЛтСОSЛmУ -сhlхjЛ m ++e-I ХI~m х

х erf (л VFo* _ 'хl ) + _1 е/Х1Лтегf(л VFo* + /хl )].
т 2YFo* 2 т 2YFo*'

K(JQ*e-М i
00 I

аху = 2с ~ к; siп ЛтУ lsh Iх IЛт ++е-1Ф-т Х
nI=J

Х егf(лmVFо*- Ixl ) __1 еIХI~тегf(л VFo* + [xl )]Sgl1+ x' (10)
2 VFo* 2 \ т 2VFo* '

- к Q*e-
Mi

:"" 4:;' (1 ~ _~2 Ро' )
ауу = - аХ% - (J у * 2"" + L.J е т cosЛmУ .

2 л Ро с m=1

Здесь 11з (и, и) - тэта-функция: Mi = Bi* Fo*;

[

00 l_e-(n'+n:~')FО]. _
ер (11, Fo) = + 1- ~:n' РО + 2 ~nп=l (_ I)n n2n2 '

'12+ -/2-

[

00 -(n'+ n'п')Ро ]
'ф (х, 11, Ро) = .+- 1 - ~;. Fo + 2~ cos ntn х 1-2е n2тt~' ;

n=1 '1 + -t-2-

2t 2 f { 1, х >0;
М (11) = sh 2t'1+2t ; erf (~)= ~r= J e-t'dt; sgп+ х = .

'1 r 1t о - 1, х,,;;;; О.

По формулам (1О) проведены расчеты безразмерных температурных
- cr cr

напряжений ai =~ (i = х, У); Тху =~ для стальной бесконеч-
~ ~Q ~ ~Q

ной пластинки с двусторонним молибденовым покрытием. В этом случае

К). = 2, 3; К, = 0,765; КЕ- = 1,43; Кu. = 0,46; '\'0 = '\'1 = 0,3. Графики рас-
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х

Рис . 1

пределения напряжений а", и ау в зави- 6;
симости от х, Fo и вi при у = О, е =
= 0,1, с = 10 приведены на рис. 1.

Напряжения a",ly=o сжимающие и с

ростом х уменьшаются. Напряжения

ау Iy=o изменяют знак, переходя из об

ласти сжатия в область растяжения.

Максимального значения напряжения

достигают при х = О. Из графиков вид

но , что с ростом критериев Bi и Fo на

пряжения уменьшаются.

Исследуем теперь влияние двусто

роннего покрытия на распределение тем

пературных напряжений. Приводим гра- -0,04

фики изменения напряжений ах. ау (рис. 2),
't"xy (рис. 3), возникаюшихв однородной

пластинке (е = О) и в пластинке с двусторонним покрытием (е = 0,1; 0,25),
в завис:имости от у при х = О (ах, ау) и х = 2 (Тху ) . При этом Bi = 0,01,

-U,Об

-0.015
'<ху

8 12 ' ·. у

Рис. 2 Рис. 3

Fo = 1, с = 10. Как видно из графиков, максимальные значения напряже

ний в стальной пластинке с двусторонним покрытием при принятых зна

чениях критериев Bi и Fo с увеличением толщины покрытия уменьшаются.
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Н. В. Салтанов

ВАРИАЦИОННblЕ МОДЕЛИ ЭЛЕКТРОГИДРОДИНАМИКИ

В ЭйЛЕРОВОМ И ЭЙЛЕР·ЛАГРАНЖЕВОМ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ

Хорошо известно, что вариационные формулировки моделей и задач физики,

механики, прикладной математики и т. д. обладают определенными преиму

ществами. В частности, в последнее время значительный прогресс в пост

роении моделей механики сплошной среды достигнут в работах Л. И. Се

дова [15 и др .] . в термомеханике эффективные вариационные принципы сфор

мулированы Я. С. Подстригачем, Э. И. Григолюком и их сотрудниками [1,
5,9, ]7]. в исследованиях В. С. Ткалича [15, 16] выполнена значительная
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