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ВАРИАЦИОННАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

АНИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 1 .,..

Использование пластин и оболочек из новых композитных материалов, обла

дающих высокой степенью анизотропии теплофизических и механических

свойств , в качестве элементов конструкций, а также исследование различных

динамических процессов, возникающих в оболочках, приводит к необходи

мости построения новых моделей их расчета [2, 5-7]. Для этой цели

эффективно могут быть использованы вариационные методы теории упру,

гости [1, 3, 4, 6-8]. ';
В данной работе установлен вариационный принцип динамической за

дачи взаимосвязанной термсупругости анизотропных . оболочек, на основе

которого получены уравнения теплопроводности и уравнения теории оболе

чек , учитывающие силы инерции вращения и поперечные деформации. ,' ;
Пусть анизотропная оболочка с постоянной толщиной 2h, срединная по

верхность G которой ограничена контуром g и отнесена к ортогональнымкри

волинейным координатам aJ (j = 1, 2), находится в переменном температур

ном поле, обусловленном внешним нагревом или деформацией самой оболоч

ки. Обозначим главные кривизны через kj , коэффициенты - Ламе через- A J
и координату, отсчитываемую по нормали к срединной поверхности, череза,

Для получения основных уравнений и соотношений вэаимосвяэанной

термоупругости рассматриваемых оболочек исходим из функционала трех

мерной задачи [3, 8], который при линейном распределении перемещений I[J,
и температуры t по толщине оболочки ' ,

и, (aj, г, Т) = и, (aj. Т) + гу, (aj, Т), t = Т1 ++Т2, О)

где и, - перемещения точек срединной поверхности; YJ - углы поворота

нормали; Уз - поперечная нормальная деформация, после ' интегрирования

.по г в пределах от -h до h приведем к виду

1 = JJ {Р(8, T/)-N ij[8/j-V /j(и)]-Qi[8 /з-V/з(U, y/)]~

- МIJ [X/j - 'У/! (У)] - М/З [Х/з -ViJ (Уз)]- Nзз (8зз - Уз) - (q,u, + m,у,) +
2( h2

) , ~ 2/1 [-1 (k) То (k) (k)+ hpp игиг + ту/\" + 4J 2k -1 А/ Tk.iH i + 2л.{ - рН! HJ +
~~ j

+ ToITkW~] + ~:: р (H~I»2 + 2T2H~I) + нtгt - нзг; + '

+~p[ (Ht)2 + (H~2 ]-(нt- НЗ)Тl-(нt+ Нз)Т2} dа -
2 а.; a.z -,

- J[NJ(Иj-Uj) + Q(Из - из) + м, (Yj - У/) +Мз (Уз'- Уз)] dg-
~ . -

г- - - - ~ 2h {с - (k) , r H(k)- J (NjUj + Qиз + M/\'j + Мзуз) dg + ..t..J2k-l J TkHn dg-'-J з', n dg +
gN k gT g

+ ~ T~H~k)dg + ~ ~: р [H~)]2 dg} .'
gs gs

1 Работа доложена на ХI Всесоюзной конференции по теории оболочек и пластин,

состоявшейся 27 сентября - 1 октября 1977 г. в Харькове. -



Здесь
1,

(Т · те. н({), w'} - 21-1 r {t· », S '} {-I d
{. (. ,. i - --- J • '11' ,; ш{ Z г;

2h' -h

Н± S H<k) . H(k) d d А А d d
з = Зlz=±h; п = i nl; Р = ([t; о = 1 2 СХ1 СХ2;

Vll (и) = AI'I ИI.2 + И2(АIА2г'Аl.2 + k1из; и = (и1 • и2 • из !;

V12 (и) = АI"И2.1 - И1 (AIA2)-1 A1•2 О? 2); У = {Уl' У2 . Уз!;

V 1з (и . 1'1) = Аi'из.,- k1И1 + 1'1; V1з (Уз) = А1
1
УЗ. 1 (172);

Е = {Ei/. ЕiЗ. Езз • Xij. ХiЗ! - компоненты деформации срединной поверхности

оболочки; N = (Ni(, Ql' Nзз • M 1j • Мiз ! - усилия и моменты; о,. т, - при
веденные к срединной поверхности компоненты внешних нагрузок; Nj =
= Ni(nl; Q = Q1nl • М/ = Mi;n/. Мз = МiЗnl - обобщенные усилия на гра
нице оболочки; nl - компоненты единичного вектора нормали к контуру;

р --'- плотность материала; т - время; t - приращение температуры; То -
абсолютная температура; S, - компонент вектора потока энтропии; ш; =
= ш/ - удельная мощность источников тепла; Ъ«, Лзз - коэффициенты

теплопроводности; {'! и t~ - значения температуры среды , омывающей по

верхности z = ±h и контур g; а; и CXg - коэффициенты теплоотдачи с этих
поверхностей и контура; F (е, Т;) - свободная энергия. отнесенная к еди

нице площади срединной поверхности оболочки; индексы i, i, k, l пробегают
значения 1.2, а индекс r - значения 1.:2,3; используется суммирование по

повторяющимся индексам; запятая в индексах означает дифференцирование

по (Х/; точкой сверху обозначено дифференцирование по времени.

Относительно функционала (2) справедлива следующая теорема.

Теорема. Вариационная задача 81 = О имеет в качестве уравнений Эйле

ра все дифференциальные уравнения теории взаимосвязанной термоупру·

гости анизотропных оболочек, а в качестве естественных (эйлеровых) гра

ничных условий - механические и термические условия на краю оболочки.

Действительно, считая величины и, У, ё., N, Т/. нУ), Н! независимыми
и вычисляя их вариации, которые считаем произвольными. получаем урав

нения движения

L (N'i) + A1A2k1Ql + A1A2q l = А1А22hРИ1 О? 2);
l ..

(А1А 2Г [(A 2Ql)'1+ (AIQ2)'2]- kl Nll - k2N22+ qз = 2hриз;
2h3 ••

L (M i { ) - A1A2Ql + А1А 2m1 = A1 A'l -3- РУl (l ~ 2); (3)

где

L (N l/) = (A2Nll)'1 - A2•1N 22+ A 1.2N12 + (A1N 21 ).2;

геометрические соотношения

t-rl = А1'ИI. l + и2 (А 1 А2Г' A1•2 + k1из ; Еtз = А,'ИЗ.I- k]И1 + ')'1;

812 = Ai'U2.J - И1 (АJА 2Г ' A1•2 (1~ 2); 8зз = УЗ;

Х11 = AI'I')'I ., + 1'2 (АtА2г
l

А 1 •2 + k1')'з ; Х 1З = А"i l')'з.J; (4)

Х12 = Ai'1'2.J - (А JА2г
1
I'IAI.2 (1? 2);

q:из ,~qе<:Юlе соотношения

.,
L"

дР дР дР
Ми = -а-; Nзз = -де ; М/з = -а-

Xi{ ЗЗ Хlз
(5)



(6)

(7)

и уравнения теплопроводности

~

дF 2k2~ 1 (A JAJ-
11,', (АЗ-iН\2»'i + 2(k-l) H~I) + 2h W~-

дТk - (2k - 1) То

- [Ht +(- l)kНз l = О; ТоЛi/fJ~k) + Ai1Tk,i = О;

Т r,~ -IH' (1) Т О' т н' ± ± (t± t± О
0""'33 3 + 2 =, о А 3 ± CXz с - ) = .

Свободная энергия Р, входящая в соотношения (5), (6), для тонкой обо

лочки из анизотропного материала, имеющего лишь одну плоскость упругой

и тепловой симметрии, принимает вид

F (В, Т,) = 2h {+ [Cljkl (BijBkl + ~2 XijXkl) + Ci3k3 (Bi3Bk3+ ~2 Х{1ХkЗ) +

+ 2СijЗЗВijВЗз + СззззВ~] - [(~/jelj + ~ззезз) Т} + 4- ~ilXijT2J-
Се (2 1 2)\

- 2То Т I + 3""" Т2 J•

З А 1+ (.,:>. I (.
десь tJi' = Cljk[Gtkl Сij33 СХЗЗ , наа = C33k/CXkl + СззззСХзз, сци, Ci3k3, Cij33, Сззз - ко-

эффициенты жесткости анизотропного тела; CX~I' сх~з - коэффициенты тепло-

вого линейного расширения; Се - теплоемкость при постоянном объеме.

На основании соотношений (6), (7) уравнения теплопроводности можно

записать в виде

где

' . . . лз
!:!Т} - СеТ} - То ФljВIJ + ~ззВзз) + Wt - h: (Т', - tд!-Li = О;

. . 1
!:!Т2 - СеТ2 - Тoh~IjXI/ + W2 - 3 ;: [Т2 - (T1 - tt> !-LЗ-i] = О,

(8)

!:!Т = (AtAJ-1 t Лi/( A~-: T'J)'I;
1,1

!-Li = 2~ [cxt +(- 1)3-1 СХ;-]; ti = +[tt +(- 1)З-i t;].
33 •

Граничные условия - статические на gN:

н, = Nj ; Q = Q; М, = M j ; Мз = Мз; (9)

геометрические на gu (gu + г» = g):

и, = иг ; "У, = "У,;

температура на gr:
Т; = Т;;

конвективный теплообмен на gs (gs + gr = g)%
2

~ f..iJ с
~т Тчn! + CXg (Tk - Tk) = о.
" I
1,1

(10)

(11)

(12)

Теорема доказана.

Таким образом, среди всех возможных термомеханических состояний,

которые удовлетворяют системе взаимосвязанных уравнений (3) - (6)
и соответствующим граничным условиям (9) - (12), осуществляется то,

при котором функционал (2) достигает стационарного значения Ы = О .

Приведенные уравнения (3), (8), физические (5) и геометрические (4)
соотношения вместе с граничными (9) - (12) и следующими начальными ус-

О' • О • • О

ловиями : Ur\'t=O = иг ; UФ=О = UГ ; "Y,tt=O = "У,; "Уф=О = Уг; TiJt=o = Т! -
составляют полную формулировку краевой задачи теории динамической
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(13)

термоупругости анизотропных оболочек с учетом инерции вращения, попе

речных (сдвиговых и нормальных) деформаций и термоупругого эффекта.

Сформулированная вариационная теорема соответствует наиболее об

щему вариационному принципу теории термсупругости анизотропных обо

лочек при термомеханическом взаимодействии. Из него как частные случаи

следуют другие, менее общие принципы. В частности, обобщенный вариа

ционный принцнп виртуальных перемещений Лагранжа в этом случае имеет

вид

БWе + БР + во+ 2hp ~~ (u/)и, + ~2 УеБУ,) аа =

о

= БА "'- ~~ [Т1 (бнt -- БНз) + Т2 (бнt + БНз)] да +
о

. . 2 2

. 2h rr~ ~ 'da h S~ т (k) da+ ТО JJ LJTkuWk 2k-1 -2 . LJ kБНn 2k-l'
G k ' . g k

Вариационный принцип (13) можно использовать для получения основ

ного энергетичеСi\ОГО уравнения термоупругих оболочек. Применяя в каче

стве и., у, и Т! действительные обобщенные перемещения и действитель-

ную температуру в оболочке, имеем би, = u,d-r:; 61', = ~,d-r:; БТj = Tjd-r:;
' "' ± . (1:; +

БW'I' = W;d-r = Wjd-r:; БН-:, = Ht~-r: = ± то (t± - 'ё) а», Тогда соотноше-

ние (13) перепишется так:

We + к+р+хт = ~~: 5~(tif-tiТl+tif-tЗ-iТ2)dа+А(q" m"N, и, .у) +
о

22 .

+ ~~ ~5 ~WkTk 2/
а

1 + 2~:g ~ L TkT~ 2k
do

1 • (14)
G k g k

Здесь введены обозначения

р = ~e ~~ (Ti +-} 7i) da; К = hp ~~ (u,u, + ~2 У,у,) da;
о о о

А = Н (q,иг + mгуг) da + I(NjUj + Quз +Мт+ МзУз) dg;
G g

Х D· 2h ~~ {~ Аз_'i ' Aij ' Лзз 2 2 2
Т = =т LJ -;r:-2k-1 Tk,jTk,i + Ji2lT2 + f-tl(Т 1 + Т2) +

о G i~k 1 .

+ 2f-t2ТIТ21 А1А2} da1da2 + 2~:g ~ (Ti + -} T~) dg;
g

We - работа деформации.

Уравнение (14) выражает конечную форму закона сохранения энергии

для термоупругих анизотропных оболочек. В его правой части находятся

величины, создающие поле деформации и температуры.

Исходя из приведеиной энергетической теоремы (14) можно доказать

теорему единственности решения краевой задачи взаимосвязанной термо

упругости анизотропных оболочек, которая сформулирована выше.

С п.е.1ЬЮ изучения влияния поперечных деформаций и анизотропии теп

лофззяческих и механических свойств материала на напряженно-деформи

P05~~oe состояние рассмотрим ортотропную замкнутую цилиндрическую

обелочку конечной длины с радиусом R, поверхность z = h которой нагре-

7'0



вается внешней средой с температурой tc' согласно закону Ньютона. Края

оболочки защемлены и вместе с поверхностью z = -h поддерживаютсяпри

нулевой температуре.

Llля решения сформулированной стационарной задачи имеем систему

обыкновенныхдифференциальныхуравнений в обобщенных перемещениях:

сни! 11 + С12UЗ. l + с1зRУз.1 = R~l1Tl,l;

C12UI.l - сб5k'U_, . 1 1 + С22Uз - C55k 'RYI.I + с2зRуз = R~22T1;

- сб5k 'Uз.) + CHs
2RYl,ll

- C55k'RY1 + С12~2RУЗ.I = ~l1+Т2,1;

С1ЗUI.I + С23Uз + C12~2RYI.I - С55k'~2RУЗ.11 + сззRуз + с2 2s2Rуз = ~ ~22T2 +
+ R~ЗЗТ1'

Здесь Т/ - известные величины, найденные из стационарных уравнений теп

лопроводности (8); коэффициенты жесткости выражаются через технические

постоянпые (модули Юнга Е/, Ез , модули сдвига Gjз и коэффициенты Пуас

сона »«. " ;З) следующим образом:

СН = E11'J (1 - "2з"З2); Сзз = Ез1'J (l - "12"21); Са = Е1Ч ("12 + "13"З2 (l +t: 2);

(1 )- 1 t2 h2

11 = - "12"21 - "IЗ"Зl - "2З"32 - "12"23"31 - "21"3~"IЗ ~ = 3R2 ;

k'=~.
6

5

3,051

-0,836

-1,105

о

3

3,049

-0,893

-1,139

5

3,093 

-2,562

-0,967

10

з

3,126

-3,859

-1,475

w

Некоторые численные резуль

таты для безразмерных проги-

б U~ ~ N
ов ю = -/-'- усилии 22

Cl.11Rt,

N22 М---"-"--...,.-- И моментов 22
101chE 1Cl.1J

М22

t "2Е / ,вычисленных в цент
е" ]Cl.11

ре оболочки с параметрами Е1' =
= 40G1з ; R = 50h; "12 = 0,15; "Зl = 0,3, приведены в таблице. Из анализа
решения и расчетных данных следует, что на величины тепловых напряже

ний в анизотропной оболочке существенное влияние оказывают тепловое

линейное расширение (а~з) по толщине, а также упругие поперечные дефор
мации.
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