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в известных из литературы макроскопических моделях деформируемых

твердых растворов процесс диффузии примесных частиц обычно описывается

введением усредненных по физически малому объему параметров и характе

ристик материала модели без конкретизации путей диффузии [6, 7, 9]. В то

же время многочисленные экспериментальные исследования диффузии в по

ликристаллических телах показали, что примесные частицы могут одно

временно перемеtЦаться по границах и объему зерен, а также переходить

из одного пути перемеLЦения на другой, определяя ряд особенностей про

цесса диффузии [1, 3, 11]. При этом коэффициенты диффузии на границах

зерен на несколько порядков больше, чем внутри их, а энергия активации

приблизительно в два раза меньше. В. работах 00, 12], исходя из уравнений

модели твердых растворов [6, 7, 9], выполнены исследования по оценке влия

ния границы зер на на процесс диффузии. При этом граница и объем зерна

наделялись различными физическими характеристиками.

Целесообразно дальнейшее развитие модельных представлений о про

цессе деформации электропроводных твердых растворов с учетом различных

путей диффузии заряженных частиц примеси применительно к телам мелко

зернистой структуры.

Рассмотрим неполяризованное электропроводное упругое тело, которое

находится под воздействием внешних силовых нагрузок, температурного

и электромагнитного полей. В начальном состоянии тело изотропно, одно

родно, макроскопически электронейтрально и состоит из ионной подсисте

мы, коллективизированных электронов проводимости, заряженных частиц

примеси. Частицы примеси в пределах физически бесконечно малого объема

могут находится в двух различных состояниях, обозначаемых в дальнейшем

посредством а и Ь. В соответствии с этим наряду с процессами деформации,

теплопроводности, диффузии и электропроводности будем учитывать также

процесс активации, т. е. переход атомов примеси из состояния а в Ь и на

оборот.

Jlля термодинамического описания упомянутых процессов необходимо

выбрать параметры локального термодинамического состояния системы.

Сопоставим, как обычно [2, 7, 8], процессам теплопроводности, деформации,

электропроводности и диффузии параметры Т - S; ;; - е'; Ф - ео; M~
- Ck (k = 1;4) соответственно, где Т - абсолютная температура; S-,., ,.,
удельная энтропия; (J = {(J/j), е = {e/j} - тензор напряжений и деформа

ций; Ф - термодинамический электрический потенциал (ТЭЩ; со - удель-

ный электрический заряд; Ck = Pk - концентрация компонента k; Pk-
Р

4 •
плотвость этого компонента; Р = ~ Pk - суммарная плотность; M k - хими

k=1
ческий потенциал компонента k. Примем в дальнейшем, что k = 1 - сопо

С7аЕ..Я:-ОТСЯ коллективиэированные электроны, обозначаемые также индек-



сом е; k = 2, 3 - частицы примеси в состоянии а и Ь соответственно; k =
= 4 - ионная подсистема тела.

Параметры состояния, соответствующие процессу активации, выберем

исходя из следующих предположений. Примем, что электрические заряды

z~ и z~ частиц примеси в состояниях а и Ь в расчете на единицу массы приме
си различны. Поэтому переход частиц примеси из состояния а в Ь или наобо

рот сопровождается соответствующим изменением количества коллективи

зированных электронов в пределах рассматриваемого физически малого

объема. Обозначим через Е:, Ё~, Ё~ энергии, необходимые для образования
единицы массы электронов и частиц примеси в состояниях а и Ь посредством

процесса активации . Энергии Ё~ (v = е, а, Ь) зависят от структуры материала
системы и изменяются с изменением параметров термодинамического состоя

ния. Пусть ,1Pv - приращение плотности компонента v, обусловленное про-

- 6р
цессом активации. Тогда sv = __v - возникшее количество массы компо-

р

нента v из расчета на единицу массы раствора. Введенные параметры ё;

sV естественно принять в качестве параметров термодинамического состоя

ния, соответствующих процессу активации.

В качестве начального (естественного) состояния рассматриваемой тер

модинамической системы примем равновесное Т = ТО; 5 = 50; (Ji/ = О;
, 'О - , - 'О - - О

ец = О; Ф = фо; w = О; Mk = Mk; Е; = Ev ; sv = sv внеограниченном
теле.

• d -
Изменение удельной внутренней энергии U (5, eij, Ш, Ck , sv) для физи-

чески бесконечно малого объема определяется обобщенным уравнением

Гиббса
1 - -

dU = Td5 + -(Jijdei; + фdw + м.гс: + Eadsa ,
р

(1)

где предполагается суммирование по повторяющимся индексам; i, j = 1, 3;
- -, -, , 'd -
Ea=Ea-Ее (а=а, Ь); Mv = Mv-М4 ; Cv=Cv- sv.

для дальнейшего более удобно ввести в рассмотр ение удельную свобод

ную энергию Р, определяемую посредством соотношения F = и - Т5 
- Фш. В этом случае имеем

1 - -
dF = - 5dT +р (Jijdeij - wdф + м.гс; + EadSa. (2)

При малых отклонениях от начального равновесного состояния функцию

F представим в виде степенного ряда, ограничиваясь квадратичными члена

ми в разложении

F - F О = - 50t + M~c~ + Ё&sа - ++-[2- +Cq>2 + dvl~c'/ + t}a13Sa~ +
о

+ yCtq> + avc~t + basai+ 'IlvC~q> + haSaq> + rvaC~Sa + ~ ei/elf +
+ _1_ (1( _~о) е2 - а-К [е _ ~K <ре - !s.- ~vC~e +!s.- лаSaе (l = а Ь). (3)

2р 3 Р Р Р Р ,

Тогда из соотношения Гиббса (2), используя выражение (3), находим

в линейном приближении уравнения состояния рассматриваемой модели

аи/ = 1( (е - са - ~q> - ~vc~ + лаSa) бi/ + 20 (еи - +бijе) ;

. с а-К

S = 5 - 50 = т;; t + -f)- е - yCq> + dvC~ - baSa;

рш = K~e + рС (q> - yt) -1)'rlvc~ - pha~; (4)
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-м ' мО d К Р. '/lv = v - v = dv/cz - Р I-'ve + dvt + l1vq> + rva:Sa;

~ - л к

Еа: = Еа: - E~ = -}- е + 1'}a:f3~1I + baJ, + ha:q> + fvacfv.
. d
Здесь приняты следующие обозначения: t = Т - то; q> = Ф - фо; Cv =
= C~ - ~. = ~ - Sv; Sa: = ~a: - ~~; е = еu. Коэффициенты в уравнениях
состояния отображают теплофиэические, механические и другие свойства

материала.

Сформулируем балансовые соотношения модели, которые соответствуют
законам сохранения массы, заряда, импульса и энергии. Исходим из из

вестного положения о том, что изменение в.о времени произвольной экстен

сивной величины А, распределенной в произвольном фиксированном объеме

(V) материальной среды, связано с потоком этой величины через поверхность

(2:) и действием источников и стоков.

Плотность массы компонента k с учетом процесса активации удовлетво

ряет уравнению

(5)

... 1 -+
где V = - PkVk - скорость движения центра масс выбранного элемента те

Р-
па; t (k = ],3) - мощность производства массы компонента k в связи с про-

- -+-)-

пессом активации; J ~ = Pk (Vk - и) (суммирование по k отсутствует) -
диффузионный поток и Vk - скорость частиц компонента k.

Суммируя уравнение (5) по k, получаем закон сохранения полной мас-

сы

Используя это,

dp . -+
tit=-pdlvtl.

из соотношения (5) получаем уравнение для

ас, d' J-+ f
Р ----cz:t = - IV k + k·

(6)

концентраций:

(7)

Умножая уравнение (7) на величину удельного электрического заряда г~
компонента k и суммируя по всех k, получаем уравнение сохранения элект

рических зарядов

doo d' ~·)-=-IVj
~ d. '

(8)

где рю = PkZ~ - объемная плотность электрических зар ядов; 7= г;]k'
4 -+ -+

Так как I; Jk = о. плотность тока проводимости представим в виде j =
k=I

= (i. - г~) Jv = г.)" (v = е, а, Ь).
Учитывая уравнение (5) баланса массы компонента v, производство

массы '" компонента v можно связать с изменением величин 5v следующим
соотношением:

~
Р ---CiТ = f'"

.~_ d
i тзмеиение во времени величин с; определяется соотношением

dc~ • -
Р --cтt = - dlv J\.,

::<:,:--L,:;:~ следует нз балансовых ур аенений (7), (9).

w

(9)

(10)



.Закон сохранения импульса для материальной системы в электромаг

нитном поле можно записать в форме уравнения движения [4]
...
dv ,.. -" - -+ -,

Р (ft = "а + рюЕ + l1o! х Н + PkFk• (11)

... ... ...
Здесь рюЕ + fJ.ol х Н - сила Лоренца, отнесенная к единице объема тела:

- , ( ..." дЧ'~ )Fk - консервативная сила Fk = - V'I'k, ---a:r- = О , действующая на еди-

ницу массы компонента k; 7= Pk;kZ~ = 1+ рю; - полная плотность элек
трического тока .

Напряженности электрического Е и магнитного iJ полей определяются
уравнениями Максвелла как в области тела (V o):

- -... дЕ'" - дН'" ...
гот Н = 80 a:r +!; rot Е = - 110 ---a-t; div Н = О; 80 div Е = рсо, (12а)

так и в области внецней неполяризованной неэлектропроводной среды (vc) :

... дЕ -:-... дН'" ...
гот НС = 80 тС + Jc; гот Е, = - 110ат:-; div Н; = О; 80 div Ес = РЮс' (12б)

где ic' юс-заданные функции в области (Vc) , удовлетворяющие условию

d· ~ дыс
IVJc=-~'

Из закона сохранения полной энергии следует, что плотность энергии

вещества и поля 8 должна сохраняться:

де . ...
---a-t = - dlV Je• (1З)

Плотность полной энергии состоит из плотносгей внутренней ри, потен-
"'2 ...
Vk v2 1 ... ...

циальной Р'Ф, кинетической Pk""2 = Р 2 + 2 Pk (Vk - и)2 энергий, а также
. 1

плотности энергии электромагнитного поля 2 (80Е2 + l1oH2) И энергии ак-

тивации рЁсiа. в последующем рассмотрении, следуя работам [4, 5], пре-
1 ... ...

небрегаем кинетической энергией диффузии 2 Pk (Vk - и)2, что позволяет

получить уравнение баланса внутренней энергии, используя только соот

ношение для кинетической энергии центра масс.

Учитывая сказанное, записываем

. 8 = Р (и + 'Ф + ~2 + ~aЁa) ++(80Р + l1oН2) . (14)

Полный поток энергии le состоит из конвективной составляющей р (и +
+ 'Ф + ~2 + faEa);, потока тепла ~, потока электромагнитной энергии

Ё Х Н j потока энергии-; .;, связанного с механической работой, выпол

ненной системой, потока энергии ~7, оБУ~10вленного диффузией электри

ческих зарядов в поле электрического потенциала, потока энергии M~]k'
вызванного диффузией различных компонент в поле их химических потен-

циалов, а также потока потенциальной энергии 'Ф~Jk' возникающего вслед
ствие диффузии различных компонент в поле внешних консервативных

сил, т. е.

]е = Р (и + 'Ф + ~ + ~aЁa); +JQ +Е х н - ~ .; + Ф/+ M~Jk + 'Ф~Jk'
. . (15)
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Из уравнений Максвелла для области тела (vo) и соотношений (11),
(5) следуют законы сохранения электромагнитной энергии (уравнение Умо

ва - Пойтинга):

1 д - - --2 a:t (80Р + 110Н2) = - div (Е х Н) -1 . Е, (16)

а также кинетической энергии центра масс и потенциальной энергии:

Р d~ (~2) = ; . V . ~ + (рroЁ + 110/ х Н} ; + pi'~ . ;; (17)

ag: = _ div (P'l'~ + 'I'~ Jk) - (PkV + Jk) p~, (18)

где введено обозначение Р'I' = РkФk'

Подставляя соотношения (14), (l~) в уравнение сохранения энергии

(13) и используя формулы (16) - (18), 'а также уравнение баланса энергии

диссоциации

apfi~ . - -,- -, 19)
д. = - dlV (PsvEvv) - Evfv (

(суммирование по v отсутствует), получаем уравнение баланса внутренней

энергии

dU - - , -+ ,,- -. - - ....

р d. = -div(JQ + фj + MkJk) + а: Vv- (рroЕ + 1101 х Н) v +

+ JJ'~+ Ёст.fст. + 7. Ё. (20)

Из соотношения Гиббса (1), записанного вдоль пути движения центра масс

элемента тела

d -
dS dU а dCJ) dcv - ~cт.

рТ ----;z:t = Р ----;[f; - аn ----;z:t е., - рФ ----;[f; - рМ, ----;[f; - рЕа ---cit ' (21)

используя балансовые соотношения (8) - (11), (20), уравнеl;lие баланса

энтропии представляем в виде

dS - 1 - - 1 ..........
P----;z:t = - div Js +т JQXQ+Т JvXv. (22)

- JQ - VT
Здесь J 5 = Т - поток энтропии; XQ = - т - термодинамическая сила,

-+ .. - ..

сопряженная с потоком тепла; Х.., = ZV (Е + 110и х Н - VФ) - V Nv +Mv) -
термодинамическая сила, сопряженная с диффузным потоком компонента;

'Фv = 'I'~ - 'I'~; v = е, а, Ь.

дЛЯ малых отклонений от положения равновесия примем линейную

зависимость между обобщенными потоками и сбобщенными силами. Тогда

кинетические уравнения модели имеют вид

JQ= LQQXQ+ LQvXv; 1.., = LvQXQ + LvvXv, (23)
где LQQ, LQv, LvQ, Lvy - коэффициенты пропорциональности, являющиеся

функциями параметров состояния. В соответствии со вторым законом термо

динамики в локальной формулировке из положительной определенности

квадратичной формы, выражающей производство энтропии, следует, что

L~'.:l :> О; Lw :> о и LvvLyy :> +(Lvy + Lvv)2. При этом также имеют мес
'С';) соотношения взаимности, являющиеся следствием симметрии микроскопи

I:;:,,:''::,:X уравнений относительно преобразования инверсии во времени.

Е ,,~;::-?:C~ случае, если считать, что коэффициенты не зависят от векторов

:::::'=:;::::;';':=3НОСТИ магнитного поля и определяются парными степенями ско

;.:.:::-=;,: ~:.;:c",~·.:IJ 1'0 L,q = LQv; Lvy = Lvv•



Кинетические уравнения (21) с учетом выражений для термодинами
ческих сил и уравнений состояния (4) приведем к форме

- т Е- _... -
Jv = -р [DvVt + й; (Е + 110V х Н) + D~VqJ + 'I'v + -

+ о;Vc~ + D".;e + DkV~}; (24)
... ...
JQ = - xVt + qvJv,

I
где х =т (LQQ - qvLQv) - коэффициент тегмопроводности: qv, введенное

соотношением LQy = QvLvy, можно трактовать [9] как теплоту переноса

компонента v в процессе диффузии; D~ = +(Lvydy+ L;Q ), D; =

= - -р! LvyZy, D~ = _1_Lvy (гу + '1']"1)' Dvy = _1_Lv,d,y, D ~ = - 4 Lvy~y и
t I Р Р Р

Dw. = - Lvyrуа - соответствующие коэффициенты диффузии компонента ....;
... Р

'I'v = -1- LvyV'Фу. Учитывая определение тока проводимости посредством
р...

i = г ..Jv, находим

...... ...... z LvQ
j = л (Е - VqJ + 110V Х Н) - -т- Vt - ZvLvyV ('Фу + :М у), (25)

Здесь л. = zvzVl" ,y - коэффициент электропроводности.

Уравнения состояния, балансовые соотношения, уравнения Максвелла

и кинетические соотношения составляют замкнутую систему уравнений мо

дели.

При постоянных характеристиках материала балансовые уравнения

(8), (10), (11), (19), (22) с учетом соотношений (4), (9), (24), (25) можно

записать в виде

dw ... ... ...
р~ = - л IdivЕ - AqJ + 110 div (и хН)}-

zvLvQ- -т- At - ZvL';yA ('Фу +Му) ; (26)

dcd Е'" ...... ...d: = D~At + Dv Idiv Е + 110 div (и хН)} + D~AqJ +V • 'I'v +

+ DvyAC~ + D~Ae + DtaA1;a; (27)
...

cf1.u ,.., - ... ... ... .....
р (h2 = V . о + рroЕ + 110 (j + рroи) х Н + PkFk; (28)

1 d1v 1 dE~ _ о.
2 -;:;-~ + --;;-;- ---cгr- - , (29)
~ е;

с dt к de С dy dc~ (А qv ) Ь ~a
р то d. + а; d. - ру dr; + р d. .....+ r - Р а~ =

х 1......
= тМ + rJv· Xv; (3О)

где ~ - вектор перемещений. При этом тензор деформаций ; определяется,
соотношением Коши ; = Def 7t.

Интегрируя уравнение (29) по времени, определяем

-, 1
Ev = --- • (31)

А" ~~
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:де 'А" :....:...: постоянная гинтегрирования, Учитывая, что значение величины

~'" как правило, значительно меньше единицы, найденное решение (31)

можно для некоторого .интервала изменения ~" с достаточной точностыо ап

проксимировать выражением

E~ =~" + p~. (32)

Отметим , что в формулах (31), (32) суммирование по" отсутствует. Посколь

ку ~a + ~b + ~e = О, то формулы (32) относительно отклонений записы
ваются так :

(33)

Здесь dv, P~, аа, Ра - постоянные, связанные с интервалом изменения €",
постоянной А", а также с начальными значениями лараметров г; и €'I"

Подставляя приближенное решение (33) уравнения (29) в последнее

из уравнений состояния (4), находим

л~К • • • d
~ = -р-е+ bat+ ha,{{!+ 'оуа,С", (34)

где , учтено, что при е = t = qJ = c~ = О также ~a = О, а коэффициенты

л~, b~, h~, Г~a, выражаются через Оа" Ра, Ла, Va(:I, Ьа, ha" '"а и не приведены
ввиду их громоздкости. При этом нетрудно показать, что в пределах приня

тыхдопущений первые четыре уравнения состояния (4), кинетические соот

ношения (24), (25), а также уравнения (26) - (28), (30) с точностью до

коэффициентов можно привести к виду, соответствующему уравнениям

модели деформируемого электропроводного четырехкомпонентного твердого

раствора [2]. Это . обстоятельство может быть использовано при построении

решений для конкретных задач.

Отметим, что записанные уравнения применимы также к исследованию

взаимосвязи рассматриваемых процессов в монокристаллах, где перемеще

ние примесных частиц определяется двумя механизмами диффузии.
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