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о РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛ

С ПЛОСКИМИ ТРЕЩИНАМИ. КОНТУР КОТОРЫХ ОПИСЫВАЕТСЯ

КРИВОЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Пусть бесконечное тело, ослабленное плоской в плане термоиэолированной

трещиной, контур которой описывается кривой второго порядка, находится

под действием однородного теплового потока, перпендикулярного к плос

кости расположения трещины, и постоянных растягивающих и сдвигающих

внешних усилий, заданных на бесконечности. Наличие в теле трещины при

водит к возмущению температурного поля и напряжений, которые концент

рируются в основном в некоторой окрестности трещины. Задача об опреде

лении этого температурного поля и напряжений сводится к решению двумер

ных интегральных уравнений [2, 3]
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где q - интенсивность теплового потока; Лt , v и G - соответственно коэф

фициен теплопроводности тела, коэффициент Пуассона и модуль сдвига;

Nз - растягивающие, N 1 и N 2 - сдвигающие внешние усилия; а:о =
= a:t (! + ")' a:t - коэффициент линейного теплового расширения; "? (s, '1'])
и Щ (s, '1']) (j = 1, 2, 3) - неизвестные функции, характеризующие соответ

сгвенпо интенсивность тепловых диполей и скачок смещений точек поверх

ностей трещин, имитирующих трещину; S - область, занятая трещиной.

Ингегро-дифференциальные уравнения (1) с использованием специаль

ной функции !-L (s, '1'], х, у) можно свести к интегральным уравнениям второ

го рода [2]. Однако вид этой функции известен лишь для круговой области

и области, имеющей вид полуплоскосги. Поэтому предлагается иной способ

решения уравнений (1), который не использует функции !-L (S, '!'\' х, у).

С этой целью представим у в виде

у (х, у) = Ао V - L (х, у) , (2)

где L (х, у) = А + Вх + Сх2 + Dy2 =0- уравнениеКР \1ВОЙ второго порядка,

ограничивающейобласть S; А, В, С и D - постоянные величины, характе

ризующие вид кривой; А о - неизвестна я постоянная . Предположим, что

L (х, у) < о для (х, у) Е S и L (х, у) > о для (х, у) Е S* - области, до

полняющей S до полной плоскости.
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Для определения А о подставим выражение (2) в первое уравнение (1)
н заменой ~ = х + р cos <р, 'r) = у + р sin <р преобразуем его к ВИДУ

2л Ro(lp) d

Ао Sd<p 5V- L (х + р cos <р, у + р sin <р) p~ = qo, (х, у) Е S, (3)
о о

где

(4)

(х, y)ES,

я, (<р) = (- м + IVМ2_ 4QL \)/2Q;

м = в сов с + 2 (Сх cos <р + Dy sin <р);

Q= с cos2 <р + D sin2<p.

В дальнейшем будем предполагать, что постоянные С и D такие, что

Q:> о, причем Q = о лишь для конечного числа значений <р. Это ограничение

исключает из рассмотрения плоские трещины, контур которых ограничен

гиперболой или двумя пересекающимися прямыми. Без этих ограничений

первое уравнение (1) не приводится к уравнению (3).
Используя результаты работы [1] для вычисления интеграла (3), для

эллиптической области получаем

n +1

Ао ~ d<p ~~ d; = Qo,
о -1

где

z= м
IVM2_4QLI

Проводя дальнейшие вычисления, находим

(5)

Ао = ---=--

(х, y)ES,

(6)

(7)

где

(8)

и, j = О, 1, ... , n).

С - AoВl20 • В - А СI . D - А 01 .
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Л cosl<p sini<p d<p

/.=-11:
J IYQI
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.:.:;::: ~elliення уравнений (7) представим неизвестные функции а,; (х, у)

~ ;. ~ = l'j) ) -С,"!}Х+ I'j(1- бiз ) у +U)i] V -L(x, у) (j = ],2,3). (9)



(11)

Здесь ~" У! И Фt - неизвестные постоянные; I:щ - символ Кронекера.
Степень полинома ' в выражении (9) необходимо выбрать такой же, какая

степень полинома, стоящего в правой части интегральных уравнений (7).
Подставляя (9) в (7) и проводя замену переменных интегрирования,

получаем

fIVQ I{+с V 1 _ ~2 [(f!i COS 'Р + l'i sin 'Р) (1 + v - 3" sin2 <р) + 3" Ф2 cos'P+ 1'2 s in <р) +
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+ (f!ix + "fIY + (01) (1 + v - 3" s i п 2 'Р) + 3" (/32Х + 'У2У + (02) JdE} d _(s _Z)2 ':> <р_.

S:Л -.гn [rl

00 y~] l-"
(, I r Q1 ~I З(~_Z) 2 ds dqJ = -G-Nз, (х, Y)ES,

где Z определяется формулой (5).
Учитывая, что интегралы в (10) по переменной sможно вычислить с ис

пользованием теории интегралов типа Коши, легко убедиться в том, Что в. .
левых частях степень переменных х и у не превышает степени переменных ,

входящих в правые части (10). Приравнивая выражения при одинаковых

степенях х и у, получаем систему алгебраических уравнений для определе

ния ~t, У, и Фt (j = 1,2, 3). Решая эту систему, находим

R О (l-v)Nз (l-v)N2
Yl=t"'2= ; фз= GJou ; фо= G[(1+v)Joo-3vJ20

J;

2C~ - В f(1 + ") 120 - 3v1221/3i - 3vБl22'V2

2 [(1 + ") J 00 - 3vJ 20]

~l = {аОВ1 [(1 + v)(Joo+ Dl02 ) - 3" (J20 + DI 22 ) ] - 3aovCD2122 } W-1
:

'\'2 = \- 3aovB1DI 22 + aOD2 [( 1+ ") (! 00 + C1 20 ) - 3" (!02 + Cl 22mг1

;

w= ((1 + v)(Joo+ Clzo) - 3" (J 02 + C/ 22 ) ] [(1 + ") (Joo+ DI 0 2) -

- 3" (J 20 + D/ 22 )J- 9v2CDI~2;
.я .

С; = аОС1 +(1- ") н.с:', J1t = - п ~ IVQ Iсоз'с sin 'qJd<p.
о

В формулах (11) 11' определяется соотношениями (8).
Математические трудности при решении задач термоупругости для

тел с трещинами состоят не только в решении интегральных уравнений зада

ЧИ, но и в определении напряжений вне области трещин. Изложенный выше

метод решения интегральных уравнений (7) позволяет довольно легко вы
числить коэффициенты интенсивности напряжений , которые характеризуют

УСТОЙЧИВОСТЬ тела по отношению к распространению в нем трещины и опре

деляются по формулам [4]

н. = Нт Y2wO'zz; k2 = liт У2лгО'n; , kз = Нт У2пгО',", (12)
г-+О . г-+О г-+О
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где о"n И 0". - соответственно нормальная и тангенциальная по отношению

к контуру трещины компоненты напряжений сдвига; r - расстояние про

извольной точки Р контура трещины от точек тела, находящихся в плоскос

ти, перпендикулярной к касательной к контуру в точке Р.

Напряжения лг, и 0". определяются через компоненты напряжений

сдвига Txz И Tyz по формулам

O"~ = T xz sin а - Tyz COS а; 0". = T yz sin а + Txz cos а, (13)

(14)G а,(х,у) .

T yz = - ,-с , r 1М I[(1 +,,- 3" cos2 ер) (У2У + (02) +
2 (1 - v) } L [х, у) J ')

а,(х, у)

причем а - угол касательной к контуру трещины, составленный с положи

тельным направлением оси Ох. За положительное направление касатель

ной к контуру трещины выберем то, при движении по которому область,

занятая трещиной, остается слева по отношению к направлению движения.

Угол а при движении по контуру трещины меняется непрерывно в пределах

[О, 2л].

Используя формулы для выражения компонент напряжений через ска

чок смещений ai (G, ч) поверхностей трещин и проводя замену переменных

интегрирования , при вычислении двойных интегралов убеждаемся в том,

что компоненты напряжений вне области трещины имеют вид левых частей

равенств (J О) , если в последних изменить пределы интегр ирования по ер

и учесть, что (х, у) Е S*. Вычисляя в полученных выраженияхинтегралы

по переменной G(1 Z I > 1 для (х, у) Е S *), находим

G а,(х, у)

Txz=- V r IMI((1+"-3,,siп2ер)(~lХ+ООl)+
2 (1 - v) L (х у) J, а.(х, у) •

+ 3" (У2У + (02) cos ер sin ер] dep + О (L);

,-са а,(х, у)

O"zz = - у r 1М Iоозdср + О (L).
2 (1 - v) L (х, у) (J)

а 1 Х, У

Здесь а1 (х, у) и а2 (х, у) - углы, составленные касательными к контуру

трещины, которые выходят из точки с координатами (х, у) Е S* с положи

тельным направлением оси Ох, причем отсчет этих углов ведется по направ

лению движения часовой стрелки. Если точка с координатами (х, у) Е S*
находится на контуре трещины, то a 1 (х, у) = а (х, у); а2 (х, у) = а (х, у) +
+ л, где

В+2Сх
а(х, у) = arctg -2Dy + kл. (15)

Под arctg х подразумевается главное его значение, т. е. значение угла

- ~ .;;;; arctg х.;;;; ~. Число k, равное О, 1 или 2, необходимо выбрать таким,

чтобы при изменении х, у вдоль контура трещины угол а (х, у) менялея не

прерывно.

Отметим также, что для точек, находящихся вне трещины, М < О. По

этому IМ I = -М. Это создает большие удобства при вычислении коэффи

циентов интенсивности напряжений.

Учитывая, что

limV L 2,-с, = J~ I ; п = (В + 2Сх)2 + 4D2y2; (16)
г..о (х , у) • fi х, Y EL

2Dy = - п'« cos а; В + 2Сх = п'« sin а,
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выражения для коэффициентов интенсивности напряжений с использованием

формул (14), (lЗ) и (16) представим в виде

k Gлу2зt п'«
1 = - 1 _ v (J)з;

(17)

(18)

Gл У2л гг- R ) • )k 2 = - 1- v [(l'lX + (J)l вш а - (У2У + (J)2 cosa];

kз = - Оя V2л 0'/' [(~lX + (J)l) cos а + (У2У + (J)2) sin а].

В формулах (17) переменные Х и у связаны между собой уравнением контура

трещины и определяются через угол касательной к контуру трещины с по

ложительным направлением оси ОХ по формулам

Х = _~ sin a 0'/" _ cosa 0'/" П = D (82 -4АС)
2С + 2С • У - - ~, с cos2 а + D sin2 а

При выводе формул (18) предполагалось. что С и D не равны нулю. При

С = О и D =1= о необходимо по формулам (18) воспользоваться лишь выраже

нием для у, а затем из уравнения контура трещины определить Х. Соответ

ствующим образом необходимо поступать в случае, когда D = о, с =1= о.

При м е р 1. П о л о с о в и Д н а я т р е Щ и н а . В этом случае

L (Х, у) = х2 - а2. Поэтому В = D = о; А = _а2; С = 1; а = ~ (Х > О);

3n
а = -2- (Х < о). Коэффициенты У2' ~l И (J)t (i = 1, 2, З), определяемые

формулами (11), имеют вид

У2 = о;
R _ aoQo.
I"l--~'

(1 -У) N{ •
(J), = - 2лG (; = 1, З);

(i = 2, З);

(20)

Полагая в (17) Х = ± а и учитывая выражения для коэффициентов, полу

чаем

k2(+а)=Vла(N2+ 2~O~Oy) а); k,(+а)=VлаN, (i= 1,3). (19)

Формулы (19) совпадают с известными в литературе, полученными ме

тодами теории функций комплексного переменного в плоских и антиплоских

задачах теории упругости.

При м е р 2. Пар а б о л и ч е с к а я т р е Щ и н а: L (Х, у) =
= у2 _ рх, Для рассматриваемой задачи А = С = о; D = 1; В = -р;

а = arctg Е: + л для у > о; а = arctg Е: + 2л для у ~ О. Поэтому
11 У

R aoqo. ~j • (1 - У) N,
1"1 = - 2л (1 - у)' У2 = ---Г' (J)i = - 2nG

_ N j VP~j. Р t 2 Р П р2

ш Х = -4 С g а,· у - ctg а;' = ---
1 - - 2nа - 4 (1 - , ,) , - ""2' sin2 а •

Выражения для коэффициентов интенсивности напряжений в рассмат

риваемом случае имеют вид

k - V ЛР N'
1 - -2sina 3'

k - V пр (Njsina N ) Gvpqonao V psina
2 - _ 2 sin а 1 - v - 2 cos а, - 4 (1 - у)3 - 2

kз = V 2Л~ (N 1 cosa +(1- '-') N 2 sin а) - :~qona) х- sша -у

(
cosa vcosa ) Vr р

Х sin2a - l-у -2sina'

При N2 = N1 = О формулы (20) совпадают с полученными другим методом
в работе [5].
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.При М е р3. Эллиптическая трещина: L (х, у) = ;: +
+ ~: -1. Поэтому A=-I;B=O; с=а-2; D=b-2

;

Ь2 cos а a2sina
у= - . х= .

у Ь2 cos2 а + а2 sin2 а ' уЬ2 cos2 а. + а2 sin2 а. '

4
П = Ь2 cos2а + а2 sin 2 а. .

При q = О имеем ~1 = У2 = О. Определяя по формулам (11) ffii (i = 1, 2, 3)
и используя формулы (17), получаем

k NзЬ уn . k 2 _ а2 - Ь2 •
1= 4 ' - 2 ,

Е (k) }lb2 cos2 а + а2 sin2 а а

. k2bYn (N]sina N 2 cos a ) .k2 = - ------.,.-=----,.---j;Ь2 cos2 а+ а2 sin 2 а. (k 2 - v) Е (k) + vk, 2F (k) (k 2 + Vk,2) Е (k) - vk,2F (k) ,

k _(I-v)k2Ь Ул '( N,cosa. + N 2 sin a )'
з ~ ;rЬ2 cos2 а + а2 sin2а (k 2 - v) Е (k) + vk ,2F (k) (k 2 + Vk,2) Е (k) - vk,2F (k) ,

где Е (k) и F (k) - полные эллиптические интегралы.
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К ОПРЕДЕЛЕНИЮКОЭФФИЦИЕНТОВИНТЕНСИВНОСТИУСИЛИМ
И МОМЕНТОВ В ОКРЕСТНОСТЯХ ВЕРШИН ТРЕЩИН

В ЗАМКНУТОй ЦИ,ЛННДРИЧЕСИОМОБОЛОЧКЕ

Рассмотрим замкнутую цилиндрическую оболочку ' с периодической- си

стемой параллельных прямолинейных трещин, центры которых расположе

ны вдоль одной . окружности: а = О (а - отнесенная к радиусу оболочки

координата). Предположим, что оболочка находится под действием внешней

нагрузки, которая в идентичной оболочке без трещин вызывает осесиммет

ричное напряженное состояние, а к противоположным берегам трещин при

ложены равные по величине и противоположно направленные усилия и

моменты. Напряженно-деформированное состояние такой оболочки будет цик

лически симметричным, и в дальнейшем ' будем рассматривать цилиндри-

ческую панель I ~ I < ~ с трещиной ,I a I < ао, ~ = о (ао =l/R; 1
=;I;.>:'.l,..ина трещины; ~ - отнесенная ' к R координата вдоль направля
:,,:~еЩ.

П;:,~ определении -напряженного состояния такой оболочки будем исхо

::-::-:: Z~ ;: ;:Е5нений общей моментной теории [1], записанных в комплексной

;e;-w LSI. Вэсвольаовавшись, как и в случае технической теории оболочек
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