
матричное представление которого

~ = (~ ~).
то

[В]и, и] [.9Bv, и]

[A1v, и] [.9Av, и)

Поэтому вместо соотношения (7) имеем

[Bv, .9'v)

[Аи, .9и]

[В;, ;]
- - .

[Аи, v]

[Ви, и[

- - ,
[Аи, и]

(J)k = тах min
м -k VEMk

что И докэзывает требуемое утверждение.

Из леммы 2 и теоремы 14 работы [2] следует основная теорема.

Теорема. Если на гироскопическую систему (1) наложены идеальные

связи (2). то частоты связанной гироскопической системы разделяют старые

в том смысле. что (J)k .;;; (O~ .;;; (Ok+2(n-m) (k = 1, 2т) ..
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ОПРИМЕНЕНИИ rАРМОНИЧЕСКИХ и ТЕПЛОВblХ ПОТЕНЦИАЛОВ

К РЕШЕНИЮ КВАЗИСТАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ

ДЛЯ ТЕЛА С ПЛОСКОЙ ТРЕЩИНОЙ

Пусть бесконечное упругое тело с плоской трещиной, область S которой

ограничена контуром L, нагревается нестационарным температурным полем

д
т (Х]. Х2 , Ха, ') = F (х], Х2 • Ха, ') + -д- Е" (х]. х2 • Ха, ');

Ха

R'I _

F (х], Х2• ХЗ' ') } = 5 dto rr{!1 (~. fI. 'о ) } е 4a7(l-to) d~dfl.
р* (Х], Х2• Ха. ') 8a~ (Ул (t - 10»3 JJ l' (~, fI. to)

о s

где t - время; Xj (j = 1, 2, 3) - декартовы координаты произвольной точки

тела в системе координат ОХ1Х2ХЗ с началом в области S и с координатной

плоскостью X10X2 , совпадающей с плоскостью расположения трещины. Про-

тивоположным поверхностям s±трещины соответствуют значения ХЭ = ±О.

в формулах (1) R = [(х1-Ю2 + (Х2 - fI)2 + xg]'/" ,... (~, f], to) и l' (f, f], to) 
плотности тепловых потенциалов, которые в общем случае определяются

из интегральных уравнений, получаемых после удовлетворения граничным

У~lОВИЯМ задачи теплопроводности на поверхностях·трещины; ае - коэф

фициент гемпературопроводности тела.
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(X,-~)'+(X,-l1)'

4a;(t-to)
d~d'l1 =

Формулами (1) определяется убывающее на бесконечности нестацио

нарвое температурное поле при начальном условии Т (ХН Х2• Хз • О) = О rн.
ФУНКЦИИ f.t и У имеют вполне определенный физический смысл. Их аависи

JЮCТЪ от значений температуры т± и тепловых потоков q± на противополож

ных поверхностях s± трещины определяется равенствами

(q++qj a~
у (X1, Х2, t) = (т- - т+) а;. f.t (Хl' Х2• t) = - Лt ' (2)

тле Лt - коэффициент теплопроводности тела.

Если на поверхностях s± трещины задано значение температуры т±,
ro '? (Х1, Х2, t) определяется выражением (2), а для определения !t (S. 11, t)
вмеем интегральное уравнение

(x,-~)'+(x,-l1)'

4a~(t-to) r/td _ т++ т-
ом" '11- 2 '

в случае задания на поверхностях трещины значений теплового потока

q= функция f.t (X 1 , Х2, t) имеет вид (2), а у (~, N, t) определяется из интегро
дифференциальвого уравнения

(Д12 --1 ~)r
а2 д! J

t О

г-q+

2ЛI

где д12 - двумерный оператор Лапласа по переменным Хl и Х2•
Аналогичные интегро-дифференциальные уравнения можно получить

в в случае, когда на поверхностях трещины задано условие теплопроницае

:КОСТИ [2].
в дальнейшем плотности тепловых потенциалов считаем известными.

Задачу термоупругости решаем в квазистатической постановке. Легко

убедиться, что если температурное поле определяется формулами (1), то

решение уравнений термоупругости в перемещениях можно представить

в виде

Ul = 4 (1 - v)('I', - 6iзА1) - a~l ('1' + '1'0 - ct~ f Tdt) ;
00

'ф = хз ('фз - 2М) - (1 - 2v) ~ 'Фзdхз;
х.

00

м = ~ (~: + ~;: )dхз, (3)
х,

• 2гле v - коэффициент Пуассона: cto = atctt (1 + ")/(I - "), ctt - коэффи-

цнент линейного теплового расширения; 'l'i (i = О, 1, 2, 3) - произвольные

гармонические функции; и/ (i = 1, 2, 3) - компоненты вектора переме

цений,

Учитывая зависимость компонент напряжений от деформаций и темпе

ратуры, получаем их выражения через функции '!Jj (j = О, 1, 2, 3) и Т (Хl.

~, хз, t):

" /3 = (2 _ 6/з) д'Ф/ +(_ 1)/2" (1 _ 6iз)~ + ХЗ д
2

(2М - 'Фз) _
20 дХа дХЗ_i aXiaXa

- дx~;x, (ф, - а; ,!Tdt) --: б,,а;а,- 'т; W~ ~ (~;: - ::;; ) dx,. (4)

Здесь G - модуль сдвига; 6jj - символ Кронекера.
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, ' Из выражений (3), (4) и граничных условий задачи термсупругости мож

но сделать некоторые заключения о виде функций 'Фiо В частности, если на

поверхностях трещины заданы лишь нормальные внешние усилия Nl (Nt =
== NЗ) и Т = F (Хl' Х2, Хз , t), то из = О дЛЯ (Х1, Х2) Е S* - области, допол

няющей S до полной плоскости, а '"13 = 't2з = О во всей плоскости. Для вы

полнения этих условий представим 'Фо в виде суммы 'Фо = 'ФОl + 'Ф02 И поло

жим 'Ф02 _ Е" = 'Фl = 'Ф2 = О,
'. . ~

(6)

(5)

(i = 1.2);

д~з ('ФОl - a~S Fdt) . = О,
u х,=О

д (00 1)дхз I 'Ф02dхз + a~ SF*dt = О.
х. () х,=О

Здесь (X,i (~, Т], t) - произвольные плотности потенциалов.

Если на поверхностях трещины заданы как нормальные, так и касатель

ные внешние самоуравновешенные усилия, а температура Т описывается

функцией (1), то функции 'Ф/ (i = О, 1. 2. 3) необходимо выбрать в виде (5)
и (6). Плотности а, характеризуют скачок смещений точек противоположных

поверхностей трещины и равны нулю на ее контуре .

Для выбора гармонических функций 'ФОi воспользуемся равенствами

(5) и (6). Легко убедиться, что эти равенства будут выполняться тождествен

но, если положить

.1, 1 д 5(' a.~ ~, Т). t)
'l'З = 2 (1 - ") дхз J R d~d11,

s
где аз (~, 11, t) - неизвестная .плотность потенциала двойного слоя.

В случае, когда на поверхностях трещины заданы касательные усилия

Nr (Nt = Ni) (i = 1, 2), а температура Т = -дд Р" (Х1' Х2, Хз , t), то и1 =
ХЗ

= и2 = О В области S*, а Uzz = О в S U S* . Эти условия будут удовлетворе

ны, если положить 'Ф01 = 'Фз = F = О,

.1, 1 д (' (' СЧ (~, Т), t) .-red
'l'i = 4 (l - ") дхз JJ R иь т]

S

'Ф = _д_ (' \ CJJ2(~ , Т), t) dtdf]
02 дх JJ R -,

з S
(7)

где

. • t

001 (~, У). t) = + r I.t (~. Т], t) dt;
4at 1t d (8)

На основании изложенного выше компоненты тензора напряжений

определим через плотности тепловых потенциалов и скачки смещений точек

противоположных поверхностей трещин по формулам .

0/З 1 [ дЗ'!'!
i aQ д2ф ]

2а = 2 (1 ) - 2- - (- 1) v (1 - 15/з) -д-- - Ха~ -
- 'V дХЗ '. ХЗ--L Х! хз

__д
З
_ (Ф1 _ а; Г Fdt) __дЗ_(Ф2_а~ (F*dt)-

дх/дХа d дх/дХ5 d ,

-а~аI2(F+ ~~:)бiЗ и=1,2,3);

iJ = 2 (l ~ ") {- дХ~;Хз [(1 - 2v) Ч'з + ХЗФ] + (l - ") д~з (~:i +

+ д'!'з)} __дз_ [Ф1 + дфz _ a~ UF + aF*) dt] ;
дХ1 дХlдхz дхз J \ дХа .

u l .

з6



где

чr, = ~~ щ (6'R1), ') dSdf); Ф, = ~~ 001 (6'R1), t) dSdf),
s s

причем (JJ, определяется через у и l.t формулами (8), а F и Р" - формула

ми (1).
Удовлетворяя граничным условиям на поверхностях трещины, полу

чаем интегро-дифференциальные уравнения для определения функций

а/ (i = 1,2,3):

d
12

r (' (;(/ (6.1) , t) d;d1) +(_ 1)/ V (1- 6/з) \5 [а1 _д__а2 _д_] Х
JJУ(Хl - ~)2 + (Х2 _1J}2 J дХа дХl
S S

Х d6
d1) = 2(I-v) [~- ~ (Р+ дР ')&;3-Jf(Хl - ~)2.+ (Х2 _1J}2 20 а; дХЗ

- _д
2
_ (ф1 - a~ rFdt) - _дЗ_ (Ф2 - a~ rF*dt) 1 '

дх;дхз j дХiдх~ j
u о . х ,=<>

(X1, x2) ES и=1,2,3). (10)

. Из интегральных уравнений (10) следует, что в случае нестационарных

задач для определения а/ (i = 1, 2, 3) необходимо предварительно знать

плотности тепловых потенциалов. Известно, что в стационарном случае,

когда на трещине задана температура, при определении функции аз (;, ч)

нет необходимостив решениизадачи теплопроводности.Для нестационарных

задач это свойство не имеет места.

В качестве примера рассмотрим случай, когда на поверхностях диско

образной трещины, свободной от внешних усилий, задан тепловой поток

q (х1 , Х2), направленный в разные стороны. Тогда из условий симметрии

следует, что .а1 = а2 = О, а для определения аз необходимо решить интегро

дифференциальное уравнение

d 1 \ \ аз (6, 1), t) d;d1) = В f (Хl Х2 t) (Х1, Х2) Е з. (11)
2 JsJ у(ХI - 6)2+ (ХЗ _1J}2 О , , ,

где Во = 4a~a, (l + V)/Лt;
I

f 2a/"i;;
f (Х1' Х2, [) = - 2af:Vл .) .и, ) d. J) q (;, ч) ехр {- .2 [(X1- ~)2 -t. ..

u о s
+ (Х2 - ч)2]) d;df).

Интегральное уравнение (11) решается в замкнутом виде с использова

нием формулы обращения, приведеиной в работе [4].
Располагая функцией аз, определяем коэффициент интенсивности на

пряжений по формуле, приведеиной в работе ('3]. Для рассматриваемого

примера имеем

k () ОБо rr JfаЗ - ~2 -1)З f (6, ТJ, t) d!:d
1 ЧJ, а = (1 _ ") лJfал JJ (~- а cos (jI)2+ (11 - а sin q»2 '" ч·

S
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Здесь а - радиус трещины, занимающей область S; ер - угловая координа

та произвольной точки контура трещины.

В частности, когда q (X1, Х2) = qo = const, то

[
41 -t 2/; (1) 4 (1)k1 = koo 1- n уn е . • + 1t erf 4 - л erf т +

4 00 2k
-

1
Q k и.) ]

+ пУп ~l kl(4k-З) 1I(2k-1) (2k+ 1) ,

2 f ~~ 2a,VТ
где erf (г) = Jf n J e-u'du; koo = EaqoCl-, r аn/4 (l - vP",; t* = а

о

I

-~

(12)е

- rtk-3 •

•

8б42О

0.8

0,6

В формулах (12) l' (2k - +, г) - непол

ная гамма-функция, которая для значе

ний k = 1, 2, ... , n выражается через

экспоненту и интеграл вероятности.

На рисунке построена зависимость

k1 = k1/koo от приведенного значения

времени t*. Из графика видно, что с уве

личением времени коэффициент интен

сивности напряжений k1 увеличивается

от нуля до значения, соответствующего

4 стационарному случаю. Время, по исте-

чении которого этот коэффициент незна

чительно отличается от значения k1 для стационарной задачи, зависит

от радиуса дискообразной трещины и коэффициента температуропровод

ности тела.
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