
~Я граНПЧНЫ:\1 дЛЯ (D, Do), если ' существует ортопроектор Р Е в (~) та
EJ';!, что W = Pwo, где (.р, WO) - граничная пара дЛЯ (D, Do).

Л~1Ма 3. для того чтобы оператор W Е в (D, ~) был граничным дЛЯ

ID. Do), необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 1) опе

ратор W нормально разрешим; 2) Z (W) =:> Do); 3) dim [Z CW') е Do1 =
= codim R (W). .

.J. о к а 3 а т е л ь с т в о. Необходимость условий «1-3» очевидна .

Покажем их достаточность. В силу . условия «3» существует биекция

.-l : Z (W) е D o --+ ~ е R (\\7). Положим WOy = Ау; у Е Z (W) е D o;
U"{I = Wy; У Е D е (Z (W) е Do). Ясно, что W = PWo, где Р - орто

гроектор: .р -~ R (W). Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть D, D o, ,р - такие, как в определении 2, причем.р =
= .рl ЕВ ~2 ; Wi Е В (D, .pi)' i .= 1, 2. Если W = (W1 , W2) - граничный

оператор дЛЯ (D, D o) , то при всяком С Е В (.pl' ~2) W = (W1 , W 2 - CW1) 

граничный оператор дЛЯ (D, D o).
Справедливость этого утверждения следует из леммы 3 и из того, что- .

олераторы W и W отличаются множителем, имеющим в матричной за писи

ВИД (_~ ~), т. е. оператором, являющимся корректно обратимым при всех
С Е в (~1' .р2)'

Теорема 2. Если выполняются все условия леммы 4, то существует С Е

Е в (~l' .р2) такое, что пара (W 1 , W2 - CW1) независима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Wjl - оператор, обратный к

W1 "" D е Z (W 1) ; А = W1 (Z (W1) + Z (W2) ) ; к = R (W 1) е А; м =
= Wj1K ; Рк - ортопроектор : .рl -+- К . Так как оператор \\71 нормально
разрешим, что следует из леммы 3, то в силу теоремы Банаха об обратном

операторе [31 W,l Е В (R (W1 ) , D). Положим С = W2Wj
1p

1( . Ясно, что
С Е в (.рl' ,f)2) И что Z (W 2 - CW1 ) = Z (W 2) + М. Отсюда и из пункта

«6» леммы 1 следует независимость операторов W1 и W2 - CW1 • Теорема

доказана.
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Рассмотрим полиномиальные п Х n-матрицы над кольцом Р [xJ, где Р 
алгебраически ' замкнутое поле нулевой характеристики.

Полиномиальныематрицы А (х) и В (х) называют полускалярно экви

валентными Ш, если существуют числовая неособенная матрица Q над Р

и обратимая полиномиальная матрица R (х) над Р [х] такие, что

А (х) = QB (х) R (х).

Пусть А (х) - неособенная п х л-матрица, удовлетворяющая усло

виям: .
1. d (х) = det А (х) = (х - а)"', h:;;;.. n+2;

2 и·4\ 17



2. rang А (а) = п - 1; (1)

3. А (х) = (Ех - L) N (х).

Без ограничения общности будем считать, что о: = о.

Теорема 1. В классе матриц" полускалярно эквивалентных матрице

А (х), существует матрица вида

о

О(х) = о (2)

где

1
gn-I (х) XfI

~n-I

g, (х) = х' + ~ aijXn+l , aij Е Р, i = 1, 2, • _. , n - 1.
;=1

n о к а з а т е л ь с т в о проведем методом математической индукции.

Используя теорему 1 работы [1], полускалярис эквивалентными преобра

зованиями приведем матрицу А (х) к виду

И(х) =

о

1

о

• . .
• (3)

II-n-l h-n-l

Х + L Cl;xn+j х2 + L С2;хn+1
1=0 ;=0

II-n-I

хn-I + L Cfl- I, /X n+1 Xh

,= "

о

Cn-I,O

Оо

•

•
-Cn-I,o

-Cn-I.O

с=

Пусть Cn-I.O =F о. Умножим матрицу U (х) слева на матрицу С, а спра

ва - на матрицу R (х), где

1

о -Сn-l,О 1
О

о

1

и

'11 (х)

Cn-l .oI'11 (х)

'12 (х)

Cn-l,oI'12 (х) + 1

TI.n_1 (х) 'l n (х)

••• Cn-l,oI'l.n-1 (х) Сп-l , oI' l n (х)

R(x) =
n-2 ( n--З ( (+ 1 n-2 ( n-2

Cn-l ,Оfll х) Cn-I.O Cn-I,ОfI 2 х) ) ... Cn-l.ОТl;n-! х) Cn_I.OTI.n (х)

fnl(X) Гn2(Х) fn,n_l(x) Гnn(Х)

Элементы матрицы R (х) однозначно определяются равенствами

( 1+ ~' C~-I.O (x i + h-f-' CijXn+I)) Г11 (х) + cn-l.oxhrnl (Х) = 1;
1=1 /=0

18



rl n (х) = - Cn-I.~;

~I 1 ( . h, !:,- I )
Гпп (х) = I + ..;..J Cn- I.O х' + ~ Clix n+ J ;

1=1 ;=V

r ld (х) = - Г1l (х) ~I c~±'~:oB ( x 1 +h1-1

CIjXn+ i);
1=1\ ;=0

гnВ (х) = - гnl (х) ~; C~±'ii.Of\ (x1+~t~1 CIjX
n+/) ,

~ = 2,3, ... , n-I.

Матрица, полученная приведением матрицы си (х) R (х) к виду (3), в по

следней строке и n - I-M столбце содержит полином

-Г1l (x)(n~, C~_I.O(XI + Ii-~-l CliX II+i)) (Хn-I +h1-1

Cn_l.iXn+i) +
1= 1 ,=V r=V

h-n-l li-n-I

+ хn-1 + ~ Cn_l.iXn+1 + xh (Гn•n-l (Х) + р (х)) = хn-1 + ~ ln_l .iXn+l.
;=0 ;= (

Предположим, что в полинома х, содержащихся в последней строке и n - j-,

n - 2-, . . . , n - i + I-M столбцах матрицы Н (х) , коэффициенты при х
n

рав

ны нулю, т. е . d n_ I•O = d n-2•0 = ... = d n- i+l.0 = О, а d n-I•o =1= О. Умно
жим матрицу Н (Х} слева на матри цу D, а сп рава - на матрицу М (Х), где

о

D = -dn-i.О

-dn-I.O

о -dn-I.O

М(Х) =

о

о

о о

dn-I.O - (i);

О

О

О

I

E.'i_l I О

mll (Х ) • • • I ти (Х) I ... I ml. 21 ( х) , ... , min(X)

dn_i.OE.' I_ 1 I о

I
E

i
_

1 I " I I
О

dn_I,omll (Х) • .• / dn_i,omi/ (Х) I '" I 1+ dn- i.om, .21 (Х ) 1·.·1 dn- l.omln (Х)

d2 Е

I
О Idn_I.OE.'1- 1 I О I I

Оn- I.O 1- 1

2 2 .2 )dn_i.amll (Х ) • •• dn_ I.Omjj (Х) о" dn-I.O (1 + dn- i.omi.21 (Х» .. , an_ i.amin (Х

... . .. .... .. .... .. .. . .... .... .. ...... .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. , .. .. .. .... .. ..
тn l (Х ; mnl (Х) '" mn.2i (х) тnn (х)
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Е/_1 - единичная матрица порядка i - 1. .Полиномы т/е (х) и тn~ (х),

е = 1, 2, ... , п, матрицы М (х) однозначно определяются равенствами

( 1 + f d~_,;o (x~! + 111-1 dlJ.i.ixn+/)) та (х) + dn_i,oX"mn/ (Х) = 1;
11=1 ,=О

щn (х) = - dп-i.ох";

I ( II\~-l )
тnn (х) = 1 + ~ d~_i;O xJJ.t + ~ dJJ.I.;xn+l;

. 11=1 ,=0

ть; (х) = - ти (х) t 'd~:!:~,o (x~t+v + h1-1

d~I+V';Xn+;);
,=о ;=0

тnу (х) = _ ты (х) ~ d~:!:},o (X~I+Y + II-t-1

d~i+v.;Xn+/);
= 0 ,=О

t = [n i 1 ] - целая часть числа 11 i 1 ;

v = 1, 2, ... , i - 1, i + 1, ... ,n - 1; k = [ 11 - ~ - 1 ].

После приведенияматрицыDH (х) М (х) к виду (3) обозначим образованную

. матрицу через К (х). Запишем полином последней строки и n - i-ro столб

ца матрицы К (х): ,

'i-n-I
х,,-I + dn_i.oXn + ~ dn_ I,;xn+'+ ;ch (тn•n-! (Х) + r!n-L ( Х» +

1=1

, ( II-n~ )+ щ.n-i (х) ~I d~f,o XJJ./ + ~o d/1.t.;xn+ i =

h-n-l
= xn-! + dп-i.ОХn + L dn_I,;xn+1 + xfl (тn.n-I (х) + 'I1n-1(х» -

1=1

h-n-l
= 'xn- i + ~ Ь t/Xn+1~ n- i ,

1=1

Осталось проверить, что bn_ I •O = Ьn_2,о = ... = bn-i+l.0 = О. дейст

вительно, пусть s Е {n - 1, n - 2, ... , n - i + 1}. Полином последней

строки и s-ro столбца матрицы К (х) имеет вид

ть (х) t d~=i,o (XJJ.I + II--t-l

d/1./.IXn+i) +
/1.=1 ,=О

h-n-I
,+ х" (mns (х) + '115 (х» + xs + ~ ds1xn+1=

1, /=1

:,= - ти (х) t d~=l,o (Xl!l+ п1-
1

d/1.i'iXn+/) (dn_t,o (Х5 + 111-1 dS/Xn+i) +...) +
' . . 11=1 /=0 /=1

1, _ n - 1 II-n-I

, : ~ _ + x h (mns (х) Ч5 (х» + xS+ ~ dSi хn + J = xs + ~ bS(Xn+l.
i=i 1=1

~ ;TeopeMa 1 доказана .
-Теорема 2. Полиномы g/ (х), i = 1, 2, ...• n - 1, матрицы G (х) вида

,: (2) определяются матрицей А (х) однозначно.

; Д.» к а з а т е л ь с т в о. Пусть матрица F (х) вида (2) полускалярно
'эквн валеитва матрнце А (Х) и F (х) Ф G (х). Тогда существуют числовая
неособенная матрица S и обратимая ПОЛИНОМИ,альная матрица V (х) такие,
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что G (х) = SF (X)V (х). Расписав последнее равенство, получим совпадение

матриц G (х) и F (х), что и доказывает теорему. .":
Определение. Матрицу G (х)будем называть канонической формой ма~ри

цы А (х) относительно полускалярно э эквивалентных преобразовании.

Легко показать, что матрицы А (х) и В (х) с условиями (1) полускалярно
эквивалентны тогда и только тогда, когда их .наноннческие формы совпадают.

Следствие. Пусть At , А 2, ••• , Ak И B1 , В2, ••• , Вk :-два набора матриц

над Р такие, что полиномиальные ' матрицы А (х) = Ex k + A1x
k

-
1 +...

... + A k И В (х) = Ех" + B1xk-'-1 + ...-+ Bk- удовлетворяют условиям
(1). Тогда эти наборы подобны в том и толвко В том случае, если канони

ческие формы матриц А (х) и В (х) совпадают.

, , . .
1. Казиирський П . С., Петричкович В. М. Про еквтвалентнютъ полiномiальних матриць.ь
. В КН.: Теоретичнi та прикладнi питания алгебрв i диференцiальних рiвнянь. К, .: Наук,

думка, ]977, с. 6]-66.
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(2)

Одной из центральных и трудных задач теории матриц является задача отыс

кания для данной неособенной матрицы' обратной к ней. В настоящее время

развит ряд специальных способов обращения ганкелевых и теплицевых мат

риц (см. [3] и библиографию к ней). Один из них состоит в восстановлении

обратной матрицы по некоторым наперед определенным 'двум ее столбцам.

Однако при этом возникает ряд случаев, когда обратная матрица однозиач

но не определяется никакой парой своих столбцов. В работе [1] развит спо

соб восстановления обратной к ганкелевой (и как следствие, к теплицевой)

матрице, применимой и в отмеченных выше исключительных случаях. В ' на

стоящей работе указанный способ развит в отношении обращения и восста

новления теплицевых .матриц.
Теплицевой матрицей называется матрица вида

ТN = ilcl-ilr.~o. О)

Лемма 1. Всякой невырожденной теплицевой матрице ТN = IIC/-j ~~j:!o
соответствует хотя бы одна порождающая ее пара многочленов

f (л) = ').n + аlЛn-l + а2лп-2 + + аn;

h (л) = Ь1л1l-1 + Ь2лn-2 + + ЬN
такая, что

Тn = h(Aд /6, (3)
где

О 1 О О -

с-
о

О)о о 1 О

/6 = .:1 .. io ••• О
Al = ,

О О О
. .

_-аn -аn_! -аn-2 -аl_
ln_! in- 2 ••• io

а числа iq определяются рекуррентным соотношением

iq + a1iq_ 1 + a2iq-2 + ... + aniq- n = О (q = 1, 2, •••), (4)
причем ёо = 1, iq = О при q < о.
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