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Исследуем условия независимости двух линейных операторов в гильбергоных

пространствах, покажем их устойчивость при компактных возмущени я х,

а также установим, что для всякого граничного оператора существует

преобразование, переводящее его в другой граничный оператор, компоненты

которого являются независимыми. Используем при этом следующие обозна­

чения: В (Н1 , Н2) -множество линейных непрерывных операторов с об­

ластью определения Н1 и областью значений, ' содержащейся в Н2 ; R (W),
Z (W) -"соответственно область значений и ядро оператора W; W/A - суже­

ние W на множество А; Е!Э, е - символы 'ортогональной суммы и ортого­

нального дополнения.

Определение 1. Пусть D, .fJ1' .fJ2 - гильбертовы пространства, W i Е

Е в (D, Sji)' i = 1, 2; .fJ = .fJ1 Е!Э ~2' W = (W), W2) Е в (D, ~). Пара
(W1 , \\72) называется независимой, если

R (W) = R (W1) Ее R (W~) ,

Лемма 1. Следующие условия эквивалентны:

а) R (W) = R (W1) ЕВ R (W2 ) ;

б) R (W1 1z (W2» = R (W1); в) R (W2.1 z (W1» = R (W2) ;

г) Z (W1) + z (W2) = D.

г Д о к а з а т е л Ь с т в о. То, что из условия «а» вытекает условие «б»,

очевидно. далее, если W 2z = h2, Wy = (W 1z, О), '1"0 W (г - У) =
= (О, h2) , т. е. из условия «б» следует условие «в» . Если же имеет место усло­

вие «в» И У Е D, то У = х + (у - х), где х - решение уравнения Wx =
= (О, W2Y). НО х Е z (W1) , У - х Е z (W2) , поэтому выполняется условие

«г» . Наконец, если h = Й1' h2) Е R (W1) Е!Э R (W2) и выполняется условие

«г», то существуют У1' У2 Е D такие, что Wiy, = h" У; = Yi,l + Yi.2, i =
= 1, 2, где Уц, У2.1 Е Z (W1) , Уl.2, У2.2 Е Z (W2). Легко видеть, что

W (Yt.2 + Y2.1) = h, следовательно, имеет место условие «3 », Леммаl до­

казана.

Лемма 2. Пусть Н, D, ~ - гильбертовы пространства, причем Dявля­

ется позитивным подпространством для Н Ш. Если W Е в (D, .f» - нор­

мально' разрешимый, а Ф Е в (Н, ~) - компактный операторы, Z (W)
плотно в Н и R (Ф) с R (W), то R (W - Ф) = R (W).

, Д о к а з а т е л ь ст В о. Так как Z (W) плотно в Н, то R (W) с
с R (W ..~ Ф). Обратное включение очевидно. Поэтому R (W - Ф) =

, = R (W). доказываемое утверждение вытекает из того, что оператор W - Ф

нормально разрешим[2].'
Теорема 1. Пусть Н, .fJ1' ~2 - гильбертовы пространствагЭ '-'позитив-

.ное подпространство для Н; W i Е B(D, Sj,) - нормально разрешимые опе­

раторы; Ф, Е 1} (Н, ~,) .- компактные операторы; R {Фi) С R (Wt ) , i =
= 1, 2; W = (W1 , W2) ; Ф = (Ф), Ф2); Z (\\7) плотно в Н. Если пара (W1 ,

W2) независима, то и пара (W1 - Ф1' W2 -Ф2) независима.
для .доказательства достаточно заметить, что в силу лемм . 1 и 2 справед­

· ливы следующие соотношенияг-Р (W - Ф) = R (W) ..:.... ·R (W 1) Е!Э R (W 2) =
= R (W1 - Ф1) $ R (W2 -Ф2)' . . ..

Определение 2. Пусть D - гильбертово пространство, a.Do - его замк­

нутое линейное подпространство. Лара (.fJ, Wo) называется граничной для

пары (D, Do), если sj - гильбергоно пространство; WlJ Е В (п, ~); R (WO) =
. =.fJ; z (WO) = Do• ; При этом .fJ называется граничным . ' пространством,

< а WO - основным граничным оператором. Оператор W Е в (D, Sj) называ-
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~Я граНПЧНЫ:\1 дЛЯ (D, Do), если ' существует ортопроектор Р Е в (~) та­
EJ';!, что W = Pwo, где (.р, WO) - граничная пара дЛЯ (D, Do).

Л~1Ма 3. для того чтобы оператор W Е в (D, ~) был граничным дЛЯ

ID. Do), необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 1) опе­

ратор W нормально разрешим; 2) Z (W) =:> Do); 3) dim [Z CW') е Do1 =
= codim R (W). .

.J. о к а 3 а т е л ь с т в о. Необходимость условий «1-3» очевидна .

Покажем их достаточность. В силу . условия «3» существует биекция

.-l : Z (W) е D o --+ ~ е R (\\7). Положим WOy = Ау; у Е Z (W) е D o;
U"{I = Wy; У Е D е (Z (W) е Do). Ясно, что W = PWo, где Р - орто­

гроектор: .р -~ R (W). Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть D, D o, ,р - такие, как в определении 2, причем.р =
= .рl ЕВ ~2 ; Wi Е В (D, .pi)' i .= 1, 2. Если W = (W1 , W2) - граничный

оператор дЛЯ (D, D o) , то при всяком С Е В (.pl' ~2) W = (W1 , W 2 - CW1) ­

граничный оператор дЛЯ (D, D o).
Справедливость этого утверждения следует из леммы 3 и из того, что- .

олераторы W и W отличаются множителем, имеющим в матричной за писи

ВИД (_~ ~), т. е. оператором, являющимся корректно обратимым при всех
С Е в (~1' .р2)'

Теорема 2. Если выполняются все условия леммы 4, то существует С Е

Е в (~l' .р2) такое, что пара (W 1 , W2 - CW1) независима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Wjl - оператор, обратный к

W1 "" D е Z (W 1) ; А = W1 (Z (W1) + Z (W2) ) ; к = R (W 1) е А; м =
= Wj1K ; Рк - ортопроектор : .рl -+- К . Так как оператор \\71 нормально
разрешим, что следует из леммы 3, то в силу теоремы Банаха об обратном

операторе [31 W,l Е В (R (W1 ) , D). Положим С = W2Wj
1p

1( . Ясно, что
С Е в (.рl' ,f)2) И что Z (W 2 - CW1 ) = Z (W 2) + М. Отсюда и из пункта

«6» леммы 1 следует независимость операторов W1 и W2 - CW1 • Теорема

доказана.
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Рассмотрим полиномиальные п Х n-матрицы над кольцом Р [xJ, где Р ­
алгебраически ' замкнутое поле нулевой характеристики.

Полиномиальныематрицы А (х) и В (х) называют полускалярно экви­

валентными Ш, если существуют числовая неособенная матрица Q над Р

и обратимая полиномиальная матрица R (х) над Р [х] такие, что

А (х) = QB (х) R (х).

Пусть А (х) - неособенная п х л-матрица, удовлетворяющая усло­

виям: .
1. d (х) = det А (х) = (х - а)"', h:;;;.. n+2;
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