
Q (s) (по лемме 4), а также то, что lim А (s, в, F,E) = О равномерно по
. - s..... OO •

в, Р, Е, получаем выражение (32). ' .
Асимптотическоеттредставление решения задачи Коши для линейных

обыкновенных уравнений находит применение в задачах теоретической фи

зи ки , аналитического конструирования оптимального регулятора и др.

1. Костенко Е . С. Интегрированиев замкнутой форме и асимптотическое поведение реше

ний линейных обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка.- Диффе

ренц, уравнения, 1974, 10, N2 10, с. 1900-1904.
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ВЕКТОРНО-МАТРИЧНАЯ ЗАДАЧА РИМАНА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОй

СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В СЛУЧАЕ СЛОЖНОГО КОНТУРА НА РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

На замкнутой ориентируемой римановой поверхности R рода р > о с фик

сированной системой канонических сечений av • bv (" = 1. 2, ... , р) рассмот

рим дифференциальное уравнение

д2w (г) = В (г) W (г), (1)

где W(г) = [W,l ~г). ]; в (г) =(B.l(~). ~ ') _ ко~ариан'Гная по г; Н-непре~
. W N (г) О B~(г)

рывная всюду на R, за исключением конечного числа точек и линий раз.

рыва 1 рода. квадратная матрица-функция размерности п, и сопряженное

Kjl) дифференциальноеуравнение

дzV(Z) = - V (г) В (г) (2)

относительно ковариантного вектора (строки) V (г) = [V1 (г). ..., VN (г)].

Через аи; (1') обозначим комплексно-нормированный базис абелевых диффе

ренциалов 1 рода на R, а через dffizzo (1') - обладающий нулевыми А -перио

дами абелев дифференциал 1II рода ' (по 1') С двумя простыми полюсами в

точках т = Z И 1" = го С вычетами в них. равными +1 и -1 соответственно

[8]. Разрывным аналогом ядра Коши на R служит выражение d~zzo (1') =
г

= ~ dx [dffixzo (1')] [4]. Зададим на R сложный кусочио-гладкий контур Г.
20 ' ..

На множестве точек {Г} контура Г зададим дивизор Л так. что множество

Г"" Л распадается на конечное число связных компонент {Г/} (j = 1,2....
.... N). каждая из которых есть гладкая открытая ориентированная жорда-

нова кривая. гомеоморфная интервалу (О, 1). На каждой кривой Г/ (г/ 
замыкание Г/) заданы невырожденвая Н-непрерывная квадратная матри

ца-функция а/ (t) размерности п и Н-непрерывный вектор-столбец gj (t).
Полагая а. (t, Г;) = fJk / при t Е Г, (k. j = 1. 2..... N; fJk j - символ Кроне-

N

кера), обозначим G (t) = ~ а. (t. Г/) а/ (t). t Е Г"" Л. Векгор я, (t) вводится
1=1

таким же образом. Пусть /),., (ё == 1. 2..... n) - дивизоры. заданные на

R "" Г. Обозначим через /),. вектор-дивизор (CT[P:!~l:]Ll = [Ll1.... , Lln ].

а через :1'-1) - вектор-дивизор (столбец): /),.,-1) = . ...
Ll~-I)
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Рассмотрим задачи: найти все кусочно-мероморфные на RреЦJения

уравнения (1), кратные на R '" Г вектору-дивизору L\(-II, Н-непрерывнопро
должимыена Г'" Л, где выполняется одно из следующих краевых условий:

\ ., .

w+(t)=G(t) w-(t), L\(-1)!(W), tЕГ"'Л; ; (3)

w+ (t) = о (t) w- (t) + g (t), L\(-I) I(w), t Е Г'" Л.' ' (4)

Наряду с задачами (3), (4) сформулируем однородную задачу: найти все

кусочно-мероморфные на R решения уравнения (2), кратные на R'" Г

вектору-дивизору L\, Н-непрерывно продолжимые на Г'" Л, где выполня

ется краевое условие

о: (t) = V~ (t) G (t), д I(о), t Е г '" ~. (5)

Указанные задачи изучаются на плоской топологической модели R ~
фундаментальном нормальном многоугольнике Q. В случае, когда Г состоит

из конечного числа замкнутых гладких непересекающихся кривых, а коэф

фициенты задач Н-непрерывны, задачи (3) - (5)для одной неиавестной функ

ции исследованы в работах [5-7J. Попустим, что контур Г имеет конечное

число узлов, а коэффициенты задач - разрывы первого рода в точках ди

визора Л. ' ,"
Введем интегральный оператор

(Р,) (г) = -1Н D (Т) t (1:)[~220 (1:) - ~- (1:)] d1;dll,
, n , Q 22 0

' где D (1:) Е На (Q), за исключением конечного числа точек и линий разрыва

1 рода; zЕ Q, 1: = 1; + Ё1l . Через H~~p (Q) обозначим совокупность всех
функций t (г) Е На (Q), дЛЯ которых

SSD (т) f ('"С) iv ('"С) d1;dТj = О
Q

(" ' 1, 2, ... , р) .

\ .

Очевидно, что H~!p (Q) есть подпространство На (Q). ИЗ представления
,., , 1 " ,
Ши (1:) = --+ регулярные члены и результатов И.Н. Векуа [1] отно-

о .-z .
сительно оператора (Tf) (г) = _J_ rr D (.) f (.) d1;dч следует, что Р являетсяnJJ .-z, Q ,

вполне непрерывным оператором, действующим из На (Q) В На (Q).
Теорема 1. Пусть '"Со - фиксированная точка Q. Каждое решение w (г)

уравнения (1), кратное заданному вектору-дивизору д(-~) 1," допускает
предста вление

(О)

WW=WWФ~ ~

где Ф (а) = [Ф, ~z)] _кусочно-мероморфная яа Qвектор-фуиiщия. кратная

дивизору :d,-:..~) :;: (а) = (~l :г). . '.0. ) _ ~адратяая матрица-функция,
(О) "с

О w..(г)
'Обладающая следующими свойствами:

(О) (О) (О) rr Ф1 (.) (-0)- ,

1. w(Z)EHa,p(Q) т:е. w/(z)EHa(Q) и JJB/(T) Ф;(.) wi(~)Uv,(1:)d1;dТJ=

, Q

= О, v = 1, 2, .•. ,р; i = 1, 2, .•. , n);
13



(7)

(о)

2. W (То) = Е (Е - единичная матрица размерности n);
(О)

3. det W (г) =1= О (в Q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. для каждого i = 1, 2, ... , n рассмотрим ин
тегральное уравнение

10) 1 ('(" ф-(т) ~ ,.. ,..
Ш' (з) +1t JJ в' (Т) ф: (Т) ш' (Т) [ffizzo (Т) - ffi.t.,zo (Т)] dSd'Y) = 1

Q .

(о)

и соответствующее ему однородное уравнение. Каждое решение Ш

'
(г) одно-

родного уравнения, принадлежащее H~~p (Q), является Н-непрерывным на
R в силу периодичности интеграла

rr Фj (Т) roг- ,.. ,..
JJ в

'
(Т) Фl (Т) Ш' (Т) [ffizz• (Т) - ffi"f02o (Т)] tJSdТJ

Q
(о)

в этом классе функций [4] и, кроме того, почти везде на R д,ш, (z) =
Фj (z) (-0)- (О) (О)

= В' (z) Фj (z) ш' (а). Учитывая, что Ш, (То) = о, получаем, Ш' (z) = О на R
(т. е. в Q) [1,2J. Следовательно, уравнение (7) имеет единственное реше-

(О) О (О)

ние, удовлетворяющее условиям Ш! (z) Е H~}p (Q) и W1 (То) =; 1. Если бы
(О),.. ,.

Шi (г)= О (г Е Q), то из уравнения (7) имели бы

(О) 1 rr Фj (Т) ~ ,.. ,..
Ш' (z) +n JJ в' (Т) Ф[ (Т) Ш, (Т) [ffizzo (Т) - ffi~ ('1")] ~d1) = о.

Q

Но последнее уравнение, как отмечено выше, имеет лишь тривиальное ре-
(О)

шение. Свойства «1-3» матрицы W (z) теперь очевидны. Проверяется непо

средственно, что формула (6) определяет решение уравнения (1) всюду в

Q, исключая множество особенностей Ф (z). Из формулы (6) и свойств «}»
(О)

И «3» матрицы W (г) вытекает кратность вектор-функции W (г) дивизору

.11-1). Теорема доказана.

Замечание 1. Уравнение (7) можно решать методом последовательных

приближений. Приходим к формуле .

1

где r J.1 (z, Т) (I-t = 1, 2) - резольвенты уравнения (7).

Теорема 2. Пусть; - фиксированная точка Q. Каждое решение v (z)
уравнения (2), кратное заданному вектору-дивизору .1, допускает пред

ставление

(О)

v (z) = d'l' (z) v (е), (8)

::e:H:'~~:~::~ ··~H:::] ~. Ky:o;~:~epO(M~~~Ы; .Н)" ~::~:::
(О)

. О ив (г)

матрица-функция, обладающая свойствами:
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1. ~ (г)EH~p (Q) (т. е. ~,и Е На (Q) и ~) в, (Т)

= О, v = 1, 2, .•. , р; i = 1, 2, ... , n);
(О) ,.

2. v (Т) = Е;

t Е Г'" Л, (3')
(8), сведем задачи

(О)

3. det v (г) =F О (в Q).

Доказательство этой теоремы аналогично предыдущему.
(О)

Замечание 2. Элементы матрицы v (г) находятся методом последователь

ных приближений из уравнений

(О) 1 55-- dЧ'/(Т)
и, (г) - л В, (т) dЧ'/ (Т)

Q

Назовем задачу
(О) (О) (О) (О)

и- (t) = и+ (t) и-I (t) w-I (t) G(t) w (t) v (t), LlI (и),

сопряженной к задаче (3). Польэуясь формулами (6) и

(3) и (4) к виду
(О) (О)

Ф+ (t) = w-1 (t) G(t) w (t) Ф- (t), Ll(-1) I(Ф), t Е Г '" А;

(О) (О) (О)

Ф+ (t) = w- I (t} G (t) w (t) Ф- (t) +w-I (t) g (t), Ll(-1) I(Ф), t Е Г '" А,

а задачу (3') - к виду
(О) (О)

dr (t) = dW+ (t) w-I (t) G (t) w (t), LlI (dЧ'), t Е Г'" А.

Если теперь 1- число линейно-независимых решений задачи (3), а ['
число линейно-независимыхрешений задачи (3'), то опираясь на результа

ты работы [41, приходим к таким теоремам .

Теорема 3. Числа 1 и l' связаны соотношением 1-1' = 2х + 2 ord l\ -
1 N (О) 1 (О)

- 2n (р - 1)(индекс задачи (3», где х = 2n ~I {argdet (w- (t) G (t) w (t»}Гj=

1 N n

= 2n ~J {argdet G (t)} fj' а ord Ll = ~I ord в;

Теорема 4. Задача (4) имеет решение в том и только в том случае, когда
(О) (О)

Sv+ (t)v- I (t)w- I (t) g (t) = О для каждого решения v (г) задачи (3').
iГ
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