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О СХОДИМОСТИ РАЗЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

В СООТВЕТСТВУЮЩУЮ ВЕТВЯЩУЮСЯ ЦЕПНУЮ ДРО6Ь

В настоящее время в теории приближений функций многих переменных для

получения дробно-рациональных аппроксимаций находят широкое приме

нение ветвящиеся цепные дроби [31, которые оказали сь удобными и при

практических вычислениях на ЭВМ [41 благодаря свойству малого накопле

ния относительной погрешности.

Предметом наших исследований будут соответствующие вегвящиеся цеп

ные дроби для действительной аналитической функции от двух действитель

ных переменных.

Определение. Ветвящаяся цепная дробь (ВЦД) называется соответству

ющей двойному степенному ряду, если разложение ее произвольной n-й

подходящей дроби. в двойной степенной ряд совпадает с исходным рядом до

членов степени п включительно.

Пусть в области D с: R2 функция t (х, у) представима в виде ряда

{(х, у) = 1+ :Е aiJx1yf. Тогда соответствующую ВЦД можно записать
1+/:;,.1 .

в виде г , J

(2)

ВЦД (1) называется выраж;ение

[; ]
рn _ 1+ ф(n) ( ) + ~ СlIХУ I
-Q - о х, у ~ 11 + ф(n-21) ( ) t

n 1=1 1 Х, У

~ ~ ~
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коэффициенты Clk которой однозначно определяются по коэффициентам
alk [5].

Подходящей дробью л-го порядка

где

k

ф~k) = 1:
p=l

Дробь (1) называется сходящейся в точке (хо, Уо), если существует и ко

нечен предел Пгп Рn (хо , Yo)/Qn (хо , уо), Естественным образом можно ввести
л-е-сс

понятие равномерной сходимости.

При введении обозначений

[~ 1
Q~s-2t) = 1 + ф~S-2l) + 1:

J=i+1

справедливо рекуррентное соотношение

Q~S-2l1 = 1+ ф~S-21) +

11 + ф~S-21) (х, у)
(3)
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Используя методику работы [2], легко найти формулу разности двух

подходящих дробей г-го и т-го (г < т) порядков:

(4)

(5)
(6)
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Теорема. Ветвящаяся цепная дробь (1) равномерно сходится в каждой

'ограниченной области из R2, если:

1. Существуют константа ~ (о ~ ~ -< +) и полином г, (i) = Akik +
+ Ak_ 1i

k
-

1 + '" + А о такие, что выполняются условия

CI+I. jX + ~ > О; CI.t+iY + ~ > О; сuху + ~ > О;

шах (1 CI+I.II, ] CI.I+I 1) ~ I г, (i)l·

(7)

i = О, 1, 2, .,. ; k = 1, 2, .••2В

1- ~
~1--

1-

00

2. для произвольного i (i = О, 1, 2, ...) ряды L 1tn (i) расходятся, где
n=J

(') . { 1· 1 I}1tn t = тю I l' I l' -,--, .
Cn+ I,/ С/.n-Н С""

Д О К а з а т е л ь с Т В о. для получения оценки сверху модуля раз

ности подходящих дробей г-го и т-го порядков необходимо предварительно

доказать некоторые неравенства:
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cllXY 1:0;::::: .L~ 11 Ф(~-fi-2) cjru I
Q~S-21) "'" L* + ni +. ,-1 + Q~S_2J1 l'

2
где S '. т или г' L* = 1ti = -,---

I 1-8В+У(l-4В)(I-8~) Iciixyl

действительно, учитывая условия теоремы (подробнее см. Ш), полу

чаем

1 + ф~k) :;;;.. 1- ----'--n-- = V1- 4~,
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Тогда



, с другой стороны,

11 + ф~~2/+2) +

>(1- '_,:~ )('-

(8)

~п:-;;) r-I~И:-;i) r> '

, 2а ) = v1 - 4~ V 1 - 4а -
1 _ о:

1__'_ 0:_ '
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Таким образом,

., СпХУ I 211, ~ ----::==~____,===_
Q~S 2/) "'" V I - 4~ +У 1 8В

= L*V 1- 8~ < L* (11 + ф~~2/+2) + ~И:-;/) 1-1
что и доказывает неравенство (7).

Iф~'-2i) _ ф1m-2i) I<

{

,-21+1 "-21+1}

< .; А ICI+1.iX I П L +L 'У .. + ICi.I+1yl . П L +L 'У. '
I -/- r I - 41-' /=2 l' . ;=2 , '/

112
где чн = . ; VI/ = ; L = V'-21.1 =

Ixc1+/,I1 Iyci,l+/I 1-4~+VI-4fl" ,

= V'-2i+2.1 = VI,'-21 = V1.,-21+2 = о.

Введем сокращенные обозначения

5-2.

Q~i-21) = 1+ ~
0=/+1

j = 1, 2, ... , s - 2i.

Тогда по аналогии с тем, как были получены формулы разности между под

ходящими дробями в работе [2], установим, что
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Используя рекуррентные соотношения

Q(5-21) 1+ ci+/.IX Q(5-2t) 1 c1,1+/Y
1/-1 = ' Q(5-21) ; 2/-1 = + Q<5-2i) ,

1/ 2/

оценки

Ci+/.iX I L Cl.l+/Y I L
Q<.s;-2I)Q(S-2i) < L + 'У /1 Q(.s;-21)Q<5-2i) < L + 'Ун
,11- 1 '1 21_1 2/ , '

доказываем таким же образом, как инеравенство (7); . '
Для завершения доказательства неравенства (8) заметим. . что
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Правая часть неравенства (9) согласно условиям теоремы равномерно
00

стремится к нулю, так как П а ~ Ь; = О тогда и только тогда, когда
Е=1

Поскольку ВЦД рассматривается в ограниченной области, то существу

ет такая положительная константа М, что I х I< м и Iу I< М. Пусть
df

M 1 = тах {lCl+1,11, ] Ci,l+1 [}. Тогда, учитывая неравенства (7) и (8).
оценим модуль разности подходящих дробей г-го и т-го порядков:

[ Г 1
"2 t [*

~ М1П [*+n. Х
1=0 1=2 1

00

L b1 = 00 (а>О; ыlо)•.
;=.

Рассмотрим два возможных случая: а) существует бесконечное коли

чество Ь{, ограниченных сн изу некоторым числом ЬО > О; б) случай «а» не

имеет места, т. е. liт b1 = О.
1-+00

В случае «а» имеем

fI а (а ),(n)
а +bt ~ а +ЬО •

1=1

где f (n) _ 00 при n _ 00, f (n) ~ п.

В случае «б» существует константа Ь такая, что Ь{ ~ Ь (i = 1. 2, ...).
Поэтому

п I n \

П a~b ~expl__+lЬ }: b1) .
{=1 t \ а 1=1

Следовательно, первое слагаемое правой части (9) будет стремиться к

нулю, поскольку р (г) q-g(r) _ О при г _ 00, где р (г) - произвольный по

лином фиксированной степени; g (г) _ 00 при r _ 00; О < q < 1.
Отметим, что полученный результат переносится на случай функции

более чем двух переменных . Возникающие при этом трудности имеют техни

ческий характер.
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