
- У! (lз Pd) R]J] и, Pd)] + ;~ [J1 (lз Pd) У1 (14 Pd) - У1 и, Pd) J1 (l4Pd)]}) ;

'YhR1 = '1 Pd; 'I11R2 = 12 Pd; 'I12R1 = lз Pd; 'I12R2 = 14 Pd; аl = (Jll/~2to;

l = г, ср, г.

Формулы (11) позволяют для различных конкретных случаев изучать

дивамические температурные напряжения на стыке разнородных элементов

составного цилиндра, подвергнутого гармоническому тепловому воздейст

вию по боковой поверхности.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭХО-СИГНАЛА ОТ УПРУГОй СФЕРЫ

В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ С ЖЕСТКОй ГРАНИЦЕй

(1)

2L

в работе [2] дано решение задачи нахождения эхо-сигнала от сферы

в жидком бесконечном пространстве. В работе [3] предложен метод последова

тельных приближений с использованием мнимого изображения для нахо

ждения эхо-сигнала от сферы в твердом полупространстве с жесткой гра

ницей. На основе указанных методов получено решение задачи определения

эхо-сигнала от сферы в упругом полупространстве.

Точечный источник И генерируют центросимметрические сферические

волны давления (рисунок)

р, (l, 'Т) = p*lol-l sin [ш* (т -1)] [Н (1: - () - Н (т -l-1:"J],

где l = ия; 1: = c1t/R;; 'о = Lo/R;;
Т* = ct*IR;; р* - постоянная,
имеющая размерность давления;

ш* - частота синусоидальных ко

лебаний; L - длина радиус-векто

ра, измеряемого от центра источ

ника до точки С; Lo - расстояние

от точки С до центра объекта;

R; - наружный радиус сфери
ческого объекта; t - время, отсчи

тываемое с момента включения источника; (* - временная длительность

падающего импульса; С1 - скорость продольных звуковых волн в упругой

среде; Н - единичная функция Хевисайда.

Применив преобразование Фурье
00

АР (оэ) = ) А (t) e/IUTd't, i = v=t,
-00

(2)

и теорему сложения для сферических функций Бесселя к (1), для спектраль

ной плоскости импульса получим

00

р{ (l, о) = р* ~ gm (ю) jm(шl) Рт (сов 8J,
m=О

(3)
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где
я .' , , '

gm (00) = ioolol (00) (2т + 1)hm(соl 0) ;

( (00) = 11 (со) + i/2 (оз);

11 (оз) = cos '(ы - ы..) т.. cos [(ы + ы..) т..1 w2
2(ы-ы ..) 2(ы+ ы..) (й2 - ы;

12 (w) = sin '(ы - оэ..) т.. sin I(ы + ы..) т..]
2(ы - ы..) 2(w+щ,)

k = 1,2,3,

(4)

hm = jm + Еnт ;

1т' nт - сферические функции Бесселя и Неймана т-го порядка; 81 
угол: (LЛR . ) (см. рисунок); Рm - полином Лежандра т-го порядка.

Сферическая оболочка, заполнитель и внешнее полупространство ха

рактеризуются соответствующими значениями плотности р", скорости

распространения продольной C2k-i и поперечной С2" волн или плотностью

,р", модулем Юнга Е" и коэффициентом Пуассона v" (k = 1, 2, 3).
Вектор смещения точек в полупространстве И1 определяется совмест

ным интегрированием уравнений движения

1 -)о ..,. -.,.

2(1+Vk) VХVХИ",

где И2, ИЗ - векторы смещения в оболочке и в заполнителе.

Исходными являются

а) начальные условия при т < О:

ди" О'
И,,=~= ,

б) условия контакта при возбуждении источником:

(~и - ~1),I=1 = О, [GЩj - Р; и, ')],1=1 = О, Г1 = R1/R;, (5)
....

где Ии' UUi/ - вектор смещения и напряжение в среде, вызываемое воздей

ствием источника условия на наружной и внутренней поверхностях обо

лочки:

(6)

(7)

сферических

(;и + ц'1 - ;;2),1=1 = О; (и2 - ~з),I=r2 = О;

(- аuI; + Gщ - G2/f)'I=1 = О; (а2l; - GЗij)Гl=,'2 = О;

i, j = 1, 2, 3, г; = R;/R;,
~xц (х = 1, 2, 3) - напряжения в п.,?лупространстве оболочки и запол

нителя; условие на жесткой границе: Иl = О;

в) условие излучения:

. (д д ) ....11т Г1 -д --д И1 =0;
г.-'ОО '1 т

ограниченности решения: И k ограничены там, где ониг) условие

определены.

Задачу выгодно решать для потенциалов движения в

координатах. Поэтому, сделав в выражениях (4) - (7) замену
-+ ....,. -+ -+

И = '1!p + '1 х 'ф

и воспользовавшись выражением (2), получим

(V
2- ri Si~2 е + oAk-l) ЧJ; = О,

('12+ W~k) q>; = о,

(8)
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где

(l)2k = (I)!C2k, (l)2k-J = (I)!C2k-l, k = 1, 2, 3:

\72 = _1_ _ д_ (,2 _д_) + 1 д (. 8 д)
rТ дГ1 J дГ1 rТ sin 81 д81 sш 1 де1 •

Решение уравнений (8) ищем в виде

F ,2 00.

!Pk ('1,81' (1) = R! ~ [amk «(1) im «(I)2k-1'1) + bmk (ОО)nт «(I)2k-J'l)] х
=0

х gm (ю Рт (cos 81)' (9)
F ,2 00

'Фk ('1' 81' со = я, 2: [Cmk (со im «(,)2k'l) + dmk (оэ nт «(,)2k'l)] х
т=О

х е; (со г; (cos 81)'
, д

Рь. (cos 81) = де Рт (cos 81)'

Из условия (6) следует, что bm l = iaml, Стl = iclml. Поскольку nm об

ращаются в бесконечность при '1 = О, то IlтЗ = dm3 = О.

Воспользуемся уравнением для функций im и nт и свойством ортого

нальности для Рт [2]. Подставив (9) в (6), для определения ат! и Стl получим

систему уравнений

Апат2 + A i2bт2 + АjЗСm2 + A j 4dm2 + A j5aт l + А/6йтЗ + АЛСтl +
+ Ai8cm3 = А/о, i = 1, "', 8, (10)

где

All = (,)~ [ I ~22v2 iт «(,)3) - i~ «(,)3)]; AI2 = (,)~ [ 1 -':22Vz nт «(,)з) - »; «(,)з)];

А 1 з = т (т + 1) [jm «(,)4) - (,)4j~ «(,)4)]; Ан = m (т + 1) [nт «(,)4) - (,)4n:п «(,)4)];

А10 = (,)~ I 1 ~22V2 hm «(,)1) - h~ «(,)1) J; А16 = О; А 1 7 = - т (т + 1) [hm «(,)2)-

- (,)Лn «(,)2)]; А18 = О; А 10 = - Vт (со {hlll «(,)1) [т (т + 1) (СТ - 2ф-

- а
2
(,)П + 2c~h~ «(,)1)) - Wт «(/) 2c~т (т + 1) [hm «(/)2) + h~ «(/)2)];

А21 = 2 [iт «(/)з) - Wзi~ (wз)] ; А 22 = 2 [n", (00з) - wзn~ (wз) ] ;

А2з = 2W4i~ (ы4 ) + [(,)~ - 2т (т + 1) + 2] im (ы~); А 24 = 2Ы4n~ (ы4) +
+ [ы~ - 2т (т + 1) + 2] n m (Ы)4; А25 = wлn «(,)1) - h", «(,)1);

, [ ш~ - (m
Z + m - 2) ]

А26 = О; А27 = - W2/lт (ы2) - 2 h",(ы2) ; А 28 = О;

Аzo = Vт (со 2 [hт (w l ) - h~, (ы1 ) ] + W", (ю) [11т (ы2 ) (ы~ - 2) - 2h", «(o)J1;

АЗ1 = Wзi~ (wз) ; А32 = (,)зn;" (wз) ; Азз = m (т + 1) im (ы4) ;

Ам = т (т + 1) hm (ы2) ; А З5 = wlh~ (wJ; АЗб = О; АЗ7 = -т(т + 1) х

I ( ) А О А V ( m h' () W т
2(т + 1)

Х 1т Ы2 ; 3s =; 30 = т ш) 2т + 1 т (0)1 + 2т + I Х

Х hт (ы2) ; А 41 = im «(,)3); А42 = n m (WЗ); А4з = (,)4im (ы4) + iт «(,)4);

А44 = Ы4n~. (ы4) + nт «(,)4); А45 = - hm «(,)1); А46 = О;

А 47 = - w2h", (ы2) - h", (ы2) ; А 48 = О; А 40 = Vт (со) hm (ы1) - Wm (со) Х

Х [hm (ы2) + h~ (ы2) ] ; Аы = - 2';Wзi~ (';(,)3) + [(,~Wз)2 ~~-;-V~ +
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J
. А ••. . 2 r 1 - V2+ m(m+ 1) im('2ООз) ; 52 = 2'2ООflт('2ООз) + ('200з) 1-2V2 -

- т (т + 1)] Пт (Г2ООз); АБЗ = т (т + 1) [jm (Г2ОО4) - '~OO4j~ ('2004);

А 54 = т (т + 1) [Пт ('2004) - '~OO4n~ (r2ooJI; А55 = О; А56 = - 2'~OO5 Х

Х j~ (,;005) - [(,;005)2 11~2:: - т (т + 1)] im (,;005); А57 = О;

А58 = [(,;006)2 - 2т (т + l)]jm (Г~OO6) + 2 (,;006) j~ (,;006); А50 = О;

А61 = 2 ит (г;оо8) - ';ООзi~ (,;00з)]; А 62 = 2 [Пт (,;00з) - ,;008 n~ (Г;ООз)];

А 6з = [(,;004)2 - 2т (т + 1) + 2] 1т (';Ы4) + 2'2OO4i~ ('2004);

А 64 = 2г;оо4п:п (';ooJ + [(,;004)2 - 2т (т + 1) + 2] Пт (г2оо4 ) ; А65 = О;

А66 = - 2 и.; (,;005) - r;OO5j~ (,;005)1; А6 7 = О; А68 = - 2';OO6i~ (,;006);

А60 = О; А7 1 = ';оозi~ (,;00з); А 7 2 = ';ООЗП~ (,;00з); А 7з = т (т + 1) im ('~OOJ;

А 7 4 = т (т + 1)Пт (,;004); А75 = О; А76 = - ';OO5i~ (,;005); А 7 7 = О;

А 78 = - m (т + 1) im (,;006); А70 = О; А В1 = - im (ООз'2);

АВ2 = - Пm (OO~'2); Авз = - '2ooJm(004'2) - im (004'2);

АВ4 = - ОО4'2П;" (004'2) - Пm (оо4г2 ) ; АВ5 = О; АВ6 = im (ОО,,(2);

Ат = 2c~m (т + 1) [h m (оо2!)++ h~ (W 2l) +-];
1 2~ •

Вт = ----rг [(еТ - 2~2) т (т + 1) - еТ (w11)2]hт (0011) + h~ (w1l) -,-,

Ст = hm (w2l) (+ - W~1) + 2~ (W2l); Dm = - f-hm (w 11) + 2hm (W1l);

Fm=p*i;;'(wl); l=VPo+~·

Функции ат\ (со) и Сml (w) определяются методом определителей Кра

мера из системы (1О). Функции <рР И ЧJР определяются по методу, предложен

ному в работе [З]:

4

<рР = ~ (_ l)t+'<pf;
{=!

4
<рР = ~ с- l)t+I'Ф;,

{=1

(11)

а <р; и ЧJ; определяются методом мнимых изображений [1 J (см. рисунок):
00

<р; = р* ~ аml (w) hm (W1' 'т) Рт (cos 8т) gm (е),
т=О

00

<P~+2 = о; ~ [Хтг + атl (со) hт (w1, .п Рm (cos 8т) е; (00),
m=O
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Коэффициенты Хт, И ут, определяются разложением по сферическим

волнам предыдущего рассеяния:

2т + 1 +1 [ 00

х.; = 2 е;' (о)1Рт (cos е,) ~o аn 1 (со) hn (Wl'S) Х

Х е, (cos 8 s) gn (<й)] d cos ег ,

2т + 1 +r ' [ ~
утз: = 2т (т + 1) J Р« (cos е,) ~o Сn1 (ю) hm (W 2' s) Х

Х г; (соз 8 s) ] d cos е"

cos Е>, = г, c~: 8, 's = [(21)2 +,;- 41" cos (е2 - ~)г·,
s = 1, если r = 2, s = 2, если, = 1.

Осуществив обратное преобразование Фурье потенциалов (11) .получим
их значения в зависимости от времени.

Проанализируем результаты. Положив в (10) Gтз = СmЗ = О, А 20 =
= А 40 = О, получим уравнения. описывающие колебания идеальной жидко

сти. Учитывая выражения для асимптотических приближений hm,.... ос (')'

легко видеть, что для достаточно больших значений '2 и 2l из четырех сла

гаемых для ер и 'ф остается только первое. Тогда получаем выражения для

(11) из работы [2].
Расчет эхо-сигнала от сферы в полупространстве с жесткой границей

можно использовать для изучения мультипольных эффектов. Задача, по

ставленная в полупространстве. дает возможность вводить новые параметры

в решение, поскольку имеем бесконечно много точек на границе, где смеще

ние равно нулю. Результаты могут иметь приложения в геофизике и акус

тике.
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