
решение которого

а = C1J" (х) + С2У" (х).

По начальным условиям t = О, а = ао, ао = о находим С! И С2 :

1 а '( а ) 1 а' ( а )Ct = - 2 nao -у" --, С2 = -2 nao --J" -- .
1']vo 1']vo 'l']vo 1']Vo

На рис. 3 представлены графики а = а (t) для случая 11 = О,01 1/м (кри

вая 1) и 11 = 0,005 1/м (кр ивая 2) при условии, что R = 104 м, r = 1 м,

Vo = 100 м/с, ао = 0,3 рад.
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ДJIIНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТJII

ДЛЯ СОСТАВНОГО ЦИЛJIIНДРА. ПОДВЕРГАЕМОГО

ПЕРИОДИЧЕСКОМУ ТЕПЛОВОМУ ВОЗДЕЙСТВИЮ

(2)

(3}

~ (г) =
линей-

Рассмотрим длинный составной цилиндр радиуса Rz снеподвижными

торцами, состоящий из цилиндра радиуса R1 , сопряженного с толстостенной

оболочкой из другого материала. Пусть температура свободной от внешней

нагрузки поверхности r = Rz изменяется во времени по периодическому

закону, т. е. tl,=R, = toe i fiJ;; , -00 <"{ < + 00.

Представим физико-механические характеристики цилиндра в виде

Р (г) = Р! + (pz - Рl) S_ (г - Rt ) , (1)

где Р2' Pl - соответственно характеристики оболочки и заполнителя;

S_ (г - R1) = {Ol, r '> RR1 - асимметричная единичная функция. Возни-
,т< 1

кающее при этом периодическое температурное поле в составном цилиндре

известно [1[. Обусловленные этим температурным полем напряжения

определяются формулами [2)

О,г ' 2J.t (г) ~~ + л (r) (~~ + 4-) - ~ (г) t (г, т),

0w = 2ft (г)++ л (г) (~~ + -7-) - ~ (г) t (г, т),

аи = Л (г) (~~ +1-)- ~ (г) t (г, т),

где и (г, т) - радиальное перемещение, удовлетворяющее уравнению

~ (г) ди + (л (г) + f..t (г)] -дд (дди +~) - f..t (г) -;- + 2 дlt
д (г) дди +

г r r г ' r r

д л (г) ( ди и ) д д2и .+ дг дГ + -, -"д( [~(г) t (г, -r)] = р (г) (h2 ,

л (г), f..t (г) - коэффициенты Ламе кусочио-однородного цилиндра;

= [3л (г) + 2J.t (г)] a t (г); a t (г) - температурный коэффициент

ногорасширения ; р (г) - плотность.

Напряжение а., И перемещение и должны удовлетворять граничным
условиям

а -, = О при r = Rz, и = О при r = О. (4~

Подставляя (1) в уравнение (3), приводим его к виду

ди - ;2 - f (г) ~~ = q> (г) ~~ + (8t - e1~~ - ; и) 1_ 15_ (г - R1),
. ' 1 ~~

(5)
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где

f (г) = 'l + (f2 - 'l) S_ (г - R1); " = рJ(л, + 2ft/);

q> (г) = !Рl + (!Р2 - ЧJ1) S_ (г - R1); ЧJ, = ~/(л., + 2ft;), i = 1, 2;

8 = Ф2 - ~1)/(л.l + 2fA.l); 81 = (Л2 + 2[1.2)/(Л1 + 2[1.1) -1;
dS_ (r-R1)

х = (Л2 - Л1)/(Л1 + 2ftl); б_ (г - R1) = dr

Решение уравнения (5) ищем в виде

и (г, т) = u (г) е/БYt • (6)

Подставляя (6) в (5) для определения функции U (г), получаем следующее

уравнение:

ьи + [~2 + (~ _ ~ )я: (г - R1) - +]и = q> (г) :~ +

+ (е8 - 81 dU __Х_ и) I ь: (г - R1) , (7)
dr R1 г=Я,

где 8 (г) - функция, определенная в работе [1]: с7 = (Л1 + 2[1.i)/P,.
Аналогично работе О] решение уравнения (7) находим в виде

d8 n<PIR Ь1 [2U (г) = F1GJ (г) + р2ау (г) + q> (г) Ь (г) dГ - 21 ~Ie !г=я.Qll (г) -

-1]1 dz 1_ QOl (г)] S+ (R1 - г) - n<P2:1
b2

r~~e !г=я, Q12(г) -
г-Я,

-1]2 :~ 1_ Q02 (г)] э: (г - RJ. (8)
r-R,

Здесь

-1]IУl (1]2RJ VO(1]IRl)] J1 (1]~) + [1]IJl (1]2RJ VO(1]IR1) -

- 1]2JO (1]2Rl) V 1 (llIR1)] Уl (1l2r)} э: (г - R1) ;

Qnт (г) = Jn(1]mRl) у1 (1]тГ) - у" (1]mRl) J1 (ТJmГ), п. = О, 1; т = 1, 2;

Ь(г) = Ь1 + (b2-Ь1)S_(г-RJ;

Ь · = (tf+ ~~)-l . ТJ~ = оо2/с2- ~~ = ~ i = 1 2-
, I J '1 J' I aj • "

S+ (R1 - г) = 1 - S_ (г - R1) ;

.J" (11), У" (1']) - функции Бесселя первого и второго рода.

Из формулы (8) следует, что

U Ir=R, = F1J1 (111Rl) + Р2Уl (1]IRl) ,

~~ Iг=я, = (l + 81)-1 {F1 [1]IJo (ТJIR1) - 1t
1

X
J1 (11R1)1+

+F2[llIYO(1]IRJ- l~lX Y 1 (1]IRl ) J} . (9)

Подставляя (8) в (6) и далее в (2), получаем такие выражения температур

ных напряжений:

а" = {(е а" + i 1т а" = {[л (г) + 2/1(г)] пе d~ + л ~) пе и} cos (fJ't-

- {[л (г) + 2/l (г)] Ггп :~ + л ~) 1т и} sin оп - ~ (г) пе t +
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(10)

/{
dU?. (г) } ..+ l '" [л (г) + 2f-t (г)] 1т dГ + -г-' 1т U cos co1' +

+ {[л(г) + 2/1(r)]Re d~ + Л~) RеU}Siпсот-Р(г)lmt).

. { Re U dU}0'qJ<jJ = Re О'<р<р + t 1т а<р<р = [л (г) + 2f-t (г)] -г- + Л (г) RedГ cos СОТ-

{ 1т U dU} •- [ЧГ) + 2/1 (г)] -,- + Л (г) 1т ([г stn СОТ - ~ (г) Re (+

./{ ~ 1т U dU } { ReU+ t '" ['" (г) + 2f-t (г)] -,- + л (г) 1т dГ cos оп + [л (г) + 2f-t (г)] -г- +
dU} " -,+ л (г) Re (j( sin roТ- ~ (г) 1т'>

. [dU Reu]0'22 = ReO'zz + t lта22 = л (г) Re dГ +-,- соэ от с-

[
dU 1т и] . .{ [ dU 1т U ]- л (г) 1т dГ + -,- Stn ют - ~ (г) Re ( + t Л (г) 1т dr +-,- cos ют +

(
dU Re U 1. }+ л (г) Re(ff +-,- вш огг -,~ (г) 1т t .

Отметим, что действительные и мнимые части в формулах (1 О) - (12)
соответствуют температурным напряжениям в . случае, когда температура

поверхности составного цилиндра изменяется во времени соответственно

в виде (о cos оэт и /0 sin шт, В частности, для последнего случая напряжения

на" поверхностисоединения r = R} имеют вид

0', = [А1 Re ~~ + А2 ~]и -,-'-Qs] sin (Pd Fo) +

+ (А} 1т d~ + А2 I~IU - Qc] cos (Pd Fo),

O'q> = [А} ~lU + А2 Re ~~ - Qs] sin (P d Ро) + [А} 1~}И +

+ А21т ~~ - Qc] cos (Pd Ро), (11)

О', , [A 2 (Re ~~ + R~lU )-Qs]siП(РdFо) +

+ [А2(1т ~~ + l;lU)_ Qc]cOS(PdFO),

где Qs' Qc определены в [1],

A1 = (Л2 + 2/12) QJ2Ф2; А2 = Л2QJJ~2;

Re U = Re F}J1 и} Pd) + Re Р2У1 и1 Pd);

1т U = 1т F1J1 (/1 Pd) + 1т Р2У1 (/1Pd);

R dU . -1 {ReF
е dГ = (1 + 81) ~ [/1 Pd J o (ll P d) - (1 + ХРl и1 Pd)] +

Re Р, е }+~ [l1 Pd УО (li Pd) - (1 + х) У} и1 Pd)] +~ Qs ;

1т ~~ = (1 + 8J-1 { [~~l и1 Pd Jo(lIPd) -'- (1 + х) J1(l1 Pd)] +

+ 1r;~2 и1 Pd Уа и1 Pd) -: (1 + х) .У1 ~11 Pd)] + . ~ Qc};
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{
z2Pd2

ReF1 = г-I (Pd) 4 _ ReF2 Г (Pd) +
к, J 1+ 11 Pd2 R1 У

+ пее1 yR;;Pd L1 (Pd) [(PPd2 _ Pd К ) Q(I) + (Р Pd2+ Pd К ) Q(I)] _
2 У2СР2 Pd2 (K~ + I~ Pd2) 2 а s 2 а е

rtез.КаL\ (Pd) [К Q _ [2 Pd Q ] _ rte1L1 (Pd) Q +
2К<р (K~ + I~ Pd2) а s 2 с 2СР2 S

+ rtL1 (Pd) и; Pd Q + Q ] + ~ - 1(1) уРа [(1; Pd + Pd) Н -1-
2 (1 + 11 Pd2) в С 2 У2 Pd2(1 + 11 Pd2) s

/ - -+ ([~ Pd - Pd) Н] _ rtl4 J Pd Ка Ln (Pd) [(l~ Pd _ 1) Q~I) +
с 2 У2 (l + l~ Pd2)

+ (l~ Pd + 1)Q~1)]l ;

1т Р1 = г-1 (Pd) {_ 1;Pd _ 1т Р2 Гу (Pd) +
и, J 1+ 11 Pd я,

rtеез. УКа PdL 1 (Pd) 2 (1) 2 (1)+ 2Y2cp2 Pd2(K~ + l~ Pd2) ((12 Pd
2

- Pd Ка) Qc - (12 Pd
2 + Pd Ка) Qs ]-

rte1KaL1 (Pd) [К Q + z2 Pd Q ] _ rteL1 (Pd) Q +
2K(f! (K~ + l~ Pd2) а с 2 s 2СР2 е

+ rtL\ (Pd) [Р Pd Q _ Q ] + ~1 - 1(\) УРа Си; Pd - Pd) Н _
2(l+GPd2) 4 е s 2Y2Pd2 (l +11Pd2) s

_ (l~ Pd + Pd) Н ] - rtl4 yPd""7(.; Lo (Pd) [(t; Pd _ 1) Q~1) _
е 2У2 (1 + 11 Pd2)

- (l~ Pd + 1)Q~J)J} ;

ReF
2

rtKaJ\(l\Pd)(KaQs-l~РdQе) rtI2 1/ PdKaJo(l\Pd) 2
---:-=--------:--~ ((l2 Pd -

я, 2К<р (l; Pd2 + K~) 2}/2К<р (l~ Pd2 + K~)

- Ка) Q~I ) + (l~ Pd + Ка) Q~I )J ;

ImF2 rtKaJ\ (l1 Pd) (KaQe+ l~ Pd Qs) rtl2 YPd KaJo(l 1 Pd) 2
-~C---~---;.------ ((l2Pd -

я, 2К<р (l~ Pd2 + K~) 2 У2Кq> (l~ Pd2 + К;)

- Ка) Q~1) + (l§ Pd + Ка) Q~l)];

~~ I = Qs + iQe; ~~ I = Н, + iНe ; %1 = ч»; + 2fl2);
r=R, r=R,

L j (Pd) = к, [J; и, Pd) У; (/4 Pd) - У; (lз Pd) J; (l4 Pd)] + ~~ [J1 (lз Pd) х

х У1 (14 Pd) - У; и, Pd) J) ([4 Pd)], j = О, 1; к; = (jJ2/rpl;

г, (Pd) = ~ <Uз Pd УО и, Pd) V1 (ll Pd) -/1 Pd У1 (lз Pd) Vo(/1Pd)] х

х rIз Pd J о (l4 Pd) + XK~ I J1 (/4 Pd) ] + [ll Pd J1 (lз Pd) Vo(l1Pd) 

-/з Pd з; (/з Pd) V1 (/1 Pd)] rIз Pd УО (/4 Pd) + I(K~ 1 У1 (l4 Pd)1-
- ; [81/1 PdVo (l1 Pd) + (х - 81) V1 (/1Pd)] {(J1 (/з Pd) R1Y; (14 Pd)-
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- У1 и; Pd) R1J1 и, Pd)] + ;~ [J1и, Pd) У1 (14 Pd) - У1 и, Pd) J1(/4Pd)]}) ;

ТhR1 = 11 Pd; 'I11R2 = 12 Pd; 'I12R1 = Iз Pd; 'I12R2 = 14 Pd; а/ = (Jll/~2to;

1= г, !J', г.

Формулы (11) позволяют для различных конкретных случаев изучать

динамические температурные напряжения на стыке разнородных элементов

составного uилиндра, подвергнутого гармоническому тепловому воздейст

вию по боковой поверхности.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭХО-СИГНАЛА ОТ УПРУГОй СФЕРЫ

В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ С ЖЕСТКОй ГРАНИЦЕй

(1)

2L

в работе [2] дано решение задачи нахождения эхо-сигнала от сферы

в жидком бесконечном пространстве. В работе (3] предложен метод последова

тельных приближений с использованием мнимого изображения для нахо

ждения эхо-сигнала от сферы в твердом полупространстве с жесткой гра

ницей. На основе указанных методов получено решение задачи определения

эхо-сигнала от сферы в упругом полупространстве.

Точечный источник И генерируют центросимметрические сферические

волны давления (рисунок)

о, (l, 'Т) = p*/o/-1 sin [ш* (т -/)] [Н (т -1) - н (т -1- т",)],

где l = ин; т = c1t/R;; 10 = Lo/R;;
Т* = ct*IR;; р* - постоянная,
имеющая размерность давления;

(й* - частота синусоидальных ко

лебаний; L - длина радиус-векто

ра, измеряемого от иентра источ

ника до точки С; Lo - расстояние

от точки С до иентра объекта;

R; - наружный радиус сфери
ческого объекта; t - время, отсчи

тываемое с момента включения источника; t* - временная длительность

падающего импульса; С1 - скорость продольных звуковых волн в упругой

среде; Н - единичная функция Хевисайда.

Применив преобразование Фурье
оа

А
Р

(оэ) = ) А (t) e/(iJTd-r, i = v=t,
-00

(2)

и теорему сложения для сферических функций Бесселя к (1). для спектр аль

ной плоскости импульса получим

ес

р{ (l, о) = р* ~ е; (ю) iт (ш!) Рт (сов (1)'
т=О

(3)
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