
}]
д [ FIoot+ ЗДr(1) - 6лro1 сos (аз - Заj + ЗДrol)] Р + 8 да1 8р [(k _ ooI)2 + 4л.2ооr] х

х {[(k - ror) cos (дro1) - 2Лro1 sin (дro1) ] [З~ror (Frar + 18Р5а5) - 4h1] +

+ 27~F5a~rol [(k - ror) cos (аз - За1 - Дr(1) + 2лro} sin (аз - За1 - Аr(1)]} Р] +

+8-дд [{ 3Р!Wj 2 /(k - 9ror) cos (ЗАro1) - 6лrol sin (ЗДro1) ] х
а.з 8р [(k - 9(01)2 + 361..2001]

2 2 2 2 2) h2J1Fзоо~а~
Х [З~ro1 (2Р1а1 + 9Fзаз - 4h21- 2 2 [(k-

8р [(k - 9(01)2 + 361..2001]

- 9roi) cos (аз - За1 + ЗАr(1) + 6лro1 sin (аз - За1 +здr(1) ] } Р] +
вф2(!)2 д2.. вф2(!)2 д2 Еф2(!)2 -". вф2(!)2 д2р+ I _1'_ + 3 __р_ + 1 _и-_Р_ з (14)
4p2oor aar 36р2юi дa~ 4p2oorar aa.r 36p2ooia~ д~·

Здесь р = р (t, а1 , аз, a 1, аз). Полученное уравнение является уравнением

параболического типа. .

Если положить а; = О, то получим эллиптическое уравнение для

определения стационарной плотности распределения рст (а1 , аз, а}, аз).

Полученные уравнения интегрируются довольно сложно, и мы не приводим

результатов их интегрирования.
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Э. Н. СОКОЛ

ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОй ТОЧКИ

В КРИВОЛИНЕйНОМ ТРУБОПРОВОДЕ

С УЧЕТОМ СИЛ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Исследуем движение материальной точки М по внутренней поверхнос

ти вертикально расположенного криволинейного трубопровода переменно

го радиуса при условии, что сопротивление движению пропорционально

квадрату скорости точки.

Пусть т - масса точки М, V - ее скорость, Vo - скорость точки при

входе ее в криволинейный трубопровод, F = kv2 - сила сопротивления ДВИ-
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жению, , - радиус внутренней окружности поперечного сечения криволи

нейного трубопровода, р = р (~) - переменный радиус кривизны линии.

на которой находятся центры поперечных сечений криволинейного трубо-

провода, ~, Q~ - обобщенные силы сопротивления движению. В качестве
обобщенных координат принимаем углы а: и ~ (рис. 1). Уравнения Лагранжа

второго рода для данной задачи имеют вид

d дТ дТ дП F (1)°171JJ10X
' ,dГдfГ-T+~ =Q/3.

d дТ дТ дП QF (2) 11
dГ~ - да + ----аа = а. 'fJ

где т и П - кинетическая и потенциальная у {4 4
энергии 'точки М: Рис. 1

1 "
т = 2"" т[(р -, cos а:)2 ~2 +,2 а:2].

П = - mg (у (~) + г cos а: cos ~).

(3)

(4)

Определим обобщенные силы сопротивления. Элементарная работа

силы F на перемещениях точки, которые соответствуют приращениям обоб

щенных координат. вычисляется следующим образом:

16- v;pcz=n
F Га

Рис. 2

- Р(3 (р - г cos а:) б~ = Q;б~.
F- Fагба: = Qаба:.

Из рис. 2 следует. что

P~ = р cos (и. и(3). г; = Fcos(v, Ua).

(5)

(6)

Учитывая, что F ,Jw2, получаем

F ~ ,Q(3 = - Jw2 - (р -, cos а:) = - kuu(3 (р -, cos а:),
V

F 2 иаQa = -kv -, = kvvaГ.
V

Если учесть, что

v = v (р - г cos а:)2 ~2 + г2а2 ,

1'0 из (7) и (8) получим ,

Q~ = - k V(p - г cos а:)2 ~2 + г2а.,2 (р - г сов a:)2~,

Q~ = - k V (р -, cos а:)2 ~2 + г2а.,2г2а: ,

Теперь уравнения Лагранжа принимают вид

~ _ 1 ~_ ~2 + 2 р + r sin аа . ~ _ gy' (~) +
р - r cos а d~ р - r cosа (р - r cos а)2

+ grcosasin ~ = _ 'у( V(p -г COSa:)2 ~2 + г2a2~,
(р - r cos а)2

(7)

(8)

(9)

а - р - r cosа siп a~2 + ..!Lcos ~ sin а: = _ 'у( 11 (р _ г cos а:)2 ~2 + г2а2а.
r r

(10)

Дифференциальными уравнениями (9), (10) описывается движение ма

териальной точки М в криволинейном трубопроводе переменного радиуса.
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Рассмотрим случай, когда r « о, cos а = 1. Sil1 а = а, cos ~ = 1. При:
этом получаем

(11)

(
2 Р А2) Аа + а - -,- tJ а = - 'YIpt'a, (12)

(14)

(1зу

Рис. 3

(i

-Т] Spd{'>

I (i) I Р I оп-+ п-= пе
(i) о Ро

Отсюда, учитывая соотношениеVo = ФоРо, имеем

13-tlS pdl3
. dB Vo о

Ф=dГ=ре

k .
где п =-, а2 = .Ji... Преобраз уем полученные уравнения к виду, более удоб-

т r
ному для интегрирования, положив d~/dt = Ф. Тогда

d(i) dp
-+-=-'YIРd~.

(i) р

Проинтегрируем (13) в соответству

ющих пределах, учитывая, что в момент

входа точки М в криволинейный трубо

провод (т. е. при t = О) ~ = О, Р = Ро.

Ф = Фо ' Получаем

q20
qlO
О Г-\\--:---Н-~---':'~J,-.,I/-...L-4-J

'(410
-020
~JO

fI
Положив ~ pd~ = г, выражение (14) запишем в виде

~

etl2dz = vodt.

Интегрируя (15), получаем иной вид уравнения (14):

(15)

. v
~ = Р (1 +o1jVot) •

С учетом (16) уравнение (12) принимает вид

х2а" + ха' + (х2 - -1-) а = О
Тj2pг '

(16)

(17)

где

х = _а_ (1 + 'YIVot).
1jvo

Следовательно, движение материальной точки М при заданных условиях

приближенно описывается дифференциальными уравнениями (16) и (17);
первое из которых с раэделяюшимися переменными , а второе - однородное

с переменными коэффициентами . Решая (16), получаем

f> 1
Spd~ = т] lп (1 + 'YIVot). (18)
о

Решим однородное уравнение (17), положив, что

R 2 1
Р = = const, ,,= fj2Rr •

Получим уравнение Бесселя

х2а" + ха' + (х2 - ,,2)а = О,
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решение которого

а = C1J" (х) + С2У" (х).

По начальным условиям t = О, а = ао, ао = о находим С! И С2 :

1 а '( а ) 1 а' ( а )Ct = - 2 nao -у" --, С2 = -2 nao --J" -- .
1']vo 1']vo 'l']vo 1']Vo

На рис. 3 представлены графики а = а (t) для случая 11 = О,01 1/м (кри

вая 1) и 11 = 0,005 1/м (кр ивая 2) при условии, что R = 104 м, r = 1 м,

Vo = 100 м/с, ао = 0,3 рад.
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Ю. М. Коляно, Е. Г. Иванык

ДJIIНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТJII

ДЛЯ СОСТАВНОГО ЦИЛJIIНДРА. ПОДВЕРГАЕМОГО

ПЕРИОДИЧЕСКОМУ ТЕПЛОВОМУ ВОЗДЕЙСТВИЮ

(2)

(3}

~ (г) =
линей-

Рассмотрим длинный составной цилиндр радиуса Rz снеподвижными

торцами, состоящий из цилиндра радиуса R1 , сопряженного с толстостенной

оболочкой из другого материала. Пусть температура свободной от внешней

нагрузки поверхности r = Rz изменяется во времени по периодическому

закону, т. е. tl,=R, = toe i fiJ;; , -00 <"{ < + 00.

Представим физико-механические характеристики цилиндра в виде

Р (г) = Р! + (pz - Рl) S_ (г - Rt ) , (1)

где Р2' Pl - соответственно характеристики оболочки и заполнителя;

S_ (г - R1) = {Ol, r '> RR1 - асимметричная единичная функция. Возни-
,т< 1

кающее при этом периодическое температурное поле в составном цилиндре

известно [1[. Обусловленные этим температурным полем напряжения

определяются формулами [2)

О,г - 2J.t (г) ~~ + л (r) (~~ + 4-) - ~ (г) t (т, т),

0w = 2ft (г)++ л (г) (~~ + -7-) - ~ (г) t (т, т),

аи = Л (г) (~~ +1-)- ~ (г) t (г, т),

где и (г, т) - радиальное перемещение, удовлетворяющее уравнению

~ (г) ди + (л (г) + f..t (г)] -дд (дди +~) - f..t (г) -;- + 2 дlt
д (г) дди +

г r r г ' r r

д л (г) ( ди и ) д д2и .+ дг дГ + -, -"д( [~(г) t (г, -r)] = р (г) (h2 ,

л (г), f..t (г) - коэффициенты Ламе кусочио-однородного цилиндра;

= [3л (г) + 2J.t (г)] a t (г); a t (г) - температурный коэффициент

ногорасширения ; р (г) - плотность.

Напряжение а., И перемещение и должны удовлетворять граничным
условиям

а -, = О при r = Rz, и = О при r = О. (4~

Подставляя (1) в уравнение (3), приводим его к виду

ди - ;2 - f (г) ~~ = q> (г) ~~ + (8t - e1~~ - ; и) 1_ 15_ (г - R1),
_ _ 1 ~~

(5)
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