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Реальные технические системы, в том числе системы управления и ко

лебательные системы, почти всегда подвержены воздействию случайных

возмущений. Эти случайные возмущения могут быть обусловлены случай

ными возмущениями параметров системы, внутренними шумами в системе

(тепловой, дробовой и фликкерные шумы

в радиоэлектронных устройствах и др.),

внешними случайными возмущени

ями. Наличие случайных возмущений

колебательной системы приводит к флук

туациям амплитуды, фазы и частоты ко

лебательной системы.

Исследованию флуктуаций в прос

тейших линейных и нелинейных коле

бательных системах посвящено много ра

бот [2, 7 и др.], В данной работе сделана

попытка исследования случайных коле

баний в более сложной колебательной

системе, содержащей звено с распреде-

ленными параметрами и звено с запаз

дыванием.

Рассмотрим флуктуации автоколебаний в струнном генераторе с учетом

запаздывания в усилителе и резонансов между собственными частотами.

Схема генератора изображена на рисунке (С - струна; РН - регулятор

натяжения струны; N, S - полюсы магнита; У - усилитель).

В работе [6] рассмотрены многочастотные детермннированные колеба
ния в указанном генераторе. Здесь рассмотрим одно- и многочастотные слу

чайные колебания, которые приближенно описываются уравнениями

д2Uд~~ х) = с2 д2Uд~; х) _ 2~o дU~; Х) + {- F (х) / (t) +~ф (х) W(t), (1)

d2J (t) + 2л. d/ (t) + k/ (t) _ dY (/-М
dt2 dt - dt '
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Е и) = JF (х)
о

ди (t. х) ах

dt

(2)



(4)

(6)

(5)

с краевыми условиями

и (t, О) = и и, 1) = О, (3)
где е - малый параметр; р > О; 1 (t) - ток усилителя; F (х) характеризу

ет магнитную индукцию от полюсов магнита; W (t) - процесс броунов

ского движения интенсивности ~; Ф (х) - распределение случайных

возмущений вдоль струны; Е (t) - напряжение на струне, индуцируемое

магнитом; h1 , h2 , Л, k> О, д >- О.

дЛЯ упрощения предположим, что магниты расположены симметрично

относительно середины струны и случайные возмущения тоже расположены

симметрично . Тогда F и- х) = F (х), Ф (1 - х) = Ф (х).

Сначала, пренебрегая внутренними резонансами между собственными

частотами колебаний струны , рассмотрим флуктуации одночастотных авто-

колебаний на основной гармонике колебаний струны Фl = 7.
Одночастотные колебания будем искать приближенно в виде

и1 (t, х) = а1 (t) cos [ф1t + а1 (t») sin n; ,
1 (t) = F1N (а1 (t), а1 (t), Фlt, д).

Подставляя в уравнения (1), (2) выражение и1 и, х), для определения

а1 и а1 получаем систему уравнений

da v-'+ = еР! (а1 , аu", a 1, al.1, Фlt) + еР2 (a1, ф1t) W (t),

ао: ,~.
-т = eQl (а1, al.1, а1 , al.1, Фlt) + r eQ2 (al.1, а1 , Фlt) W (t),

al.1 = а1 (t - д), al.1 = а1 (t - д).

К системе (5) применим метод усреднения. Согласно [81, усреднени е си

стемы (5) проводим в два приема. Сначала усредняем нефлуктуационные чле

ны, затем для полученной системы составляем уравнение Фоккера - План

ка - Колмогорова (ФПК). Проводим в этом уравнении повторное усредне

ние . Получаем полностью усредненное уравнение ФПК

д
{{

Р2(,ъ,а (3h р2n_ 4h )
др (t, а1 • ( 1) = ~__ h а + ]-1 1 2 )-1 - 1 [(k _(2) sin (дФ) +

дt р да, о 1 8 [(k _ ооТ)2 + 4л2UJТJ 1 1

} }
е д {РТОО1 (3h.:JPTUJTai - 4h1)+ 2лФ} cos (дФl» ) р (t, а1 , а1) +- -д- 2 2 [(k - (21) хр а1 8 [(k - UJ1)2 + 4л2UJ[J

}
еф2(D2

Х cos (дФз.> - 2ЛФl sin (ДФl)] р (t, ~,aI) + 1 2 д
2

р (t, aI• ад +
4р2ОО1 даI

еФi(D2 д2р (t, ~, ~)+ ----;;~ _.:..-:...-'----;;'''--=-

4р2оотат даТ

где

1

ФI = SФ(х) sin п; dx.
о

1

Р1 = fF (х) siп п: dx;
о

Полученному уравнению ФПК соответствует система стохастических

дифференциальных уравнений

аа; ehOa1 ePTUJ1a1(3h2PTUJTaT - 4hI) 2 •

liГ = - -р- - 8р [(k _ ооТ)2 + 4л2UJтJ [(k - фд зш (дФl)+

+ 2ЛФI сов (дФl)] +V8w1 (t),

d~ еРТОО1 (3h2FTUJ;aT - 4hI )
ClГ = 2 2 [(k - фi) сов (дФl) - 2ЛФl sin (ДФJ] +

8р [(k - UJ1)2 + 4л2UJ)]

+ ~ W2 (t ),
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(12)

гдеW1 , W z - независимые винеровские процессы одинаковой интенсив

ности

ф1<f>

&1 = &2 = -2-- .
рООl

Видно, что первое из уравнений (7) не зависит от второго и его можно
da

исследовать независимо. Положив в этом уравнении dГ = О, W1 = О,

получим уравнение для определения амплитуд стационарных детермини

рованных колебаний, из которого получаем

2 "1 / 1 { гь; [4л.2ооi + (k - ooi)21 }
аст = F1oo1 V ~ h1- Fiool [(k _ (07) sin (6.001) + 2f..00

1
cos (6.оо,)] . (8)

для возбуждения незатухающих колебаний должно выполняться ус

ловие

h1F1(i)1 [(k - (i)7) sin (L1(i)J + 2Л(i)1 cos (L1(i)1)] > 2ho[4л2(i)Т + (k - (i)i)2] . (9)

Уравнение ФПК, соответствующее одному амплитудному уравнению,

имеет вид

др (t, а) 1\ д {{ F7OO1 (3~Fi001ai - 4hr)
дt = Рда hoa + 8 [(k _ (07)2 + 4л.2оо7J [(k - (i)r) sin (L1(i)I) +

+ 2Л(i)1 cos (L1(i)l)]} Р (t, а)} + I\Фi~2 д2р (t, а) (10)
4р2оо) да2

Положив с:; = О, получим уравнение для определения стационарного
распределения амплитуд, из которого получаем

{
2роотат { F100t (з!!iiоотат - 4h1)

РСТ (ar) = с ехр - ФТ<f> ho+ 16[(k _ оот)2 + 4л.2ооТJ [(k - (i)T) sin (L1(i)I) +

+ 2л cos (L1(i)l)]}} • (11)

Постоянная С определится из условия

ес

5РСТ (а) da = 1 (Рст(- а) = О).
о

На основании (11) можно определить наиболее вероятное значение амплиту

ды, М (а), D (а) . Наиболее вероятное значение а совпадает с QcТ (см. (8».
Для М (а) получаем выражение

СУп { 8 2 }
М (а) = УА ехр 4А '

где

А = Зрh2Fjооf [(k - (07) sin (6.001) + 2А.оо1 cos (6.00t)J

8фт<f> [(k - оот)2 + 4л.2оо7J

В = 2~OOT {h
o

_ h1pТool [(k - ООТ) sin ;~00t) + 2~001 cos (6.00t)l }.
Ф,<f> 2 [(k - 00,)2 + 4",2(01)

Выражение для D (а) получается весьма громоздким, и мы его не выписы
ваем. Сравнивая (11) и (12), получаем, что при малых L1 > О М (а) > ~.

Кроме того, при малых L1 > О с ростом L1 значения clcr и М (а) уменьшаются.

Рассмотрим теперь многочастотные колебания струнного генератора с

учетом резонансов между собственными частотами струны:
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Если взять случай симметричного расположения магнитов, то четные

гармоники оказываются независимыми от нечетных. Поэтому можно рас

сматривать отдельно четные и нечетные гармоники . Нами рассмотрен слу

чай взаимодействия нечетных гармоник. При слабых связях высшими гар

мониками можно пренебречь и ограничиться первой и третьей гармониками.
.Как и в случае одночастотных колебаний, ПРО80ДИМ усреднение в два при

ема . Тогда для амплитуд и фаз получаем усредненные у р авнен ия

da, Bhoa, BFiOOtat-- - - -- - ([(k - OOZ
1)sin ({~ыl) +

dt - р 8р [(k - (07)2 + 4л2оо;J

+ 21.001 cos (~ыl)] [Зh2оо; (Р7а7 + 18f1a~) - 4h1 ] - 27h2f1oofa~ [(k - ыт) sin (аз-

- За1 - ~ыl) - 2л.ОО1 cos (а:! - За1 - ~ыl)] } + ~ёФ, W1 ([).
. P<Ot

dаз вhоа з 3еF~<Otа з
----ш- = - -р- - 8P[(k _ 9ooi)2+ 26л2ОО71 [(k - 9ыт) sin (З~ООl) +

вh2Fзf1оо~аI
+ 6ЛWl cos (З~rol)] [Зh2wт (2Ртаl + 9F~a~)-4hl]+ 8р l(k _ оот)2 + 3Ы..2oo~] [(k-

- 9002.) sin (аз - Заl + З~ООl) - 6лоо} cos (аз - За, + З~ООJ] + riФз
W2 (t),

роо]

(1З)

da eF;OO1
1 - {[(k - ( 2

1) COS (~Wl) - 21.001 sin (~ool)] Х
---сп- - - ар [(k - ooi)2+ 4л2ооiJ

х [3h2wT(FiaT + 18F~a~) - 4hl ] + 27h2F~wTa~ [(k - wT) cos (аз - За1 - ~ыl) +
+ 2ЛW1 sin (аэ - За1 - ~oot)]} + rёФ1 WЗ (t),pOOla l

dаз 3вFtFзООt . А •

{]г = - 8р [{k _ 9ooi)2 + Збл2ооТJ [(k - 9(7) cos (3L.loo1) - 61.001 зш (З~ООl)J Х

2 ,...2.2 2 2 вh2f1Fsoofaf
Х [Зh2ООI (2r )а! + 9Fзаз) - 4h1J + [(k - 9ыт) cos (аз-

8р I(k - 9oo~)2 + 36л2оотJ

- За} + З~ООl) + 61.001 sin (аз - 3а1 + З~ООl)] + '~;3 W4 (t),

где W1 , W2 , Wз, W4 - независимые нормированные винеровские процессы

Видно, что в этом случае гармоники взаимно влияют друг на друга и ампли

тудные уравнения тесно связаны с фазовыми, так что их необходимо

рассматривать лишь совместно.

Уравнение ФПК, соответствующее системе (1 3), имеет вид

др д [{ hOal + FToo,a 1 {[(k 2' (А
7fГ = 8 ---аа;- -р- ар [(k _ ooi)2+ 4л2оотI - wl ) sш L.(1) +

+ 2л.ОО 1 COS (~Wl)] [Зh2wТ (Fiai + 18F5a~) - 4h1J- 27~F~ooTaj ([k - wi ) sin (аз

- За} - ~Wl) - 21.001 cos (аз - з«, - ~OOl)}} р1+ 8 д~з [{ h~)аз +
3F~<Otаз+ 8р [(k _ 9оот)2 + 36л2wТI [(k - 9ыт) sin (З~ООl) + 61.001 СОS(З~Wl)] [3h2W~ х

3 3'
2 h2F ] Fзоо 1 а'l

Х (2F1af + 9P~a~) - 4h1J - [(k - 9w~) sin (аз - За] +
8р [(k - 9oo~)2 + 3бi.. 2оо; 1
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}]
д [ FIoot+ ЗДr(1) - 6лro1 сos (аз - Заj + ЗДrol)] Р + 8 да1 8р [(k _ ooI)2 + 4л.2ооr] х

х {[(k - ror) cos (дro1) - 2Лro1 sin (дro1) ] [З~ror (Frar + 18Р5а5) - 4h1] +

+ 27~F5a~rol [(k - ror) cos (аз - За1 - Дr(1) + 2лro} sin (аз - За1 - Аr(1)]} Р] +

+8-дд [{ 3Р!Wj 2 /(k - 9ror) cos (ЗАro1) - 6лrol sin (ЗДro1) ] х
а.з 8р [(k - 9(01)2 + 361..2001]

2 2 2 2 2) h2J1Fзоо~а~
Х [З~ro1 (2Р1а1 + 9Fзаз - 4h21- 2 2 [(k-

8р [(k - 9(01)2 + 361..2001]

- 9roi) cos (аз - За1 + ЗАr(1) + 6лro1 sin (аз - За1 +здr(1) ] } Р] +
вф2(!)2 д2.. вф2(!)2 д2 Еф2(!)2;>. вф2(!)2 д2р+ I _1'_ + 3 __р_ + 1 _и-_Р_ з (14)
4p2oor aar 36р2юi дa~ 4p2oorar aa.r 36p2ooia~ д~·

Здесь р = р (t, а1 , аз, a 1, аз). Полученное уравнение является уравнением

параболического типа. .

Если положить а; = О, то получим эллиптическое уравнение для

определения стационарной плотности распределения рст (а1 , аз, а}, аз).

Полученные уравнения интегрируются довольно сложно, и мы не приводим

результатов их интегрирования.
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УДК 531.12

Э. Н. СОКОЛ

ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОй ТОЧКИ

В КРИВОЛИНЕйНОМ ТРУБОПРОВОДЕ

С УЧЕТОМ СИЛ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Исследуем движение материальной точки М по внутренней поверхнос

ти вертикально расположенного криволинейного трубопровода переменно

го радиуса при условии, что сопротивление движению пропорционально

квадрату скорости точки.

Пусть т - масса точки М, V - ее скорость, Vo - скорость точки при

входе ее в криволинейный трубопровод, F = kv2 - сила сопротивления дви-
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