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ТЕРМОУПРУГОСТЬ ШАРА

С ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ

ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИМИ СВОйСТВАМИ

Рассмотрим однородный изотропный шар радиуса R, внешняя поверх

ность которого в начальный момент времени подвергается действию теп

лового потока постоянной плотности q. Пусть начальная температура

шара равна нулю, а поверхность г = R свободна от внешней нагрузки.

В случае, когда физико-механические характеристики материала шара зави

сят от температуры, для определения температурного поля t (г, Т), радиаль

ного перемещения U и компонентов напряжений аи и aqxp = авв имеем

уравнения (2]

{ :, [г2Л1 (t) ;: 1= Си (t) ~~ ,

20 (t) [(1 _ v) дU + 2v!:!..... - (1 + v) Ф]
а,., = 1 _ 2v дг г '

20 (t) [дU И ]
а<рф = аве = I _ 2v v ----аг + -г- - (l + v) ф ,

дагг + 2 агг - афф = О
дг r

(1)

(2)

(3)

(7)

(4)

(5)

(8)

(9)

и краевые условия

u /,=0 = О, а" 'г=я = О,

ддt I = О, [Л1 (t) ддt]/ = qS+ (Т),
г г=О Г г=я

{(г,О)=О , аи(Г:О) =0, и(г,О)=О, (6)

где S+ (Т) = {о!, _> 00; G (t) - модуль сдвига; v = const - коэффициент,_<
Пуассона; Cl.1 (t) - коэффициент линейного расширения; Л1 (t) - коэффициент

1

теплопроводности; Си (t) - объемная теплоемкость; Ф = ~ Cl. t (~) d~.
о

Аналитическое решение нелинейного уравнения (1) при условиях

(5) - (6) сопряжено со значительными трудностями. Однако в случае мате

риалов, для которых с удовлетворительной точностью можно считать, что

коэффициент температуропроводности а = ;~ ~~~ = сопзг, задача значи
тельно упрощается посредством внедрения переменной Кирхгофа

] 1

it = ~ r Л1 Ю d~,'},/ d
где лjО) - опорный коэффициент теплопроводности материала. При этом
вместо (1), (5), (6) соответственно получим

1 д [ д{}*] д{}*
7--ар р2ар = дFо '

д{}д* I = О, а:* I = КiS+ (Fo),
Р р=О Р р=l

it* (р, О) = О, (10)

где кi = i~ - критерий Кирпичева; {о - некоторая опорная температура;
'},I to

1*

it* = Sл; (~)~; (* = -f;; Fo = ~~ ; л; (t*) = '},~(~~) ; р = ~ .
О t
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(12)

(13)

Решение краевой задачи (8)~ (10) имеет вид [1),

-6'* = кi [3FO- 3-5р2
_ ~ 2 sinl!nP ехр(..... t'~FO)]' (11)

10 ~ ,,2 cos .1 I.tnP
n=1'-n .-n

где f.Ln - корни характеристического уравнения

tg'f.L=f.L.

Если коэффициент теплопроводности иэменяется в зависимости от тем-
пературы по линейному закону (3) ,

Лt = л~О) (1 ± kt),

то из (7) с учетом (12) получим

t = + +(У 1 + 2k-6' - 1),

где k - температурный коэффициент теплопроводности.

Зная выражение переменной Кирхгофа, по формуле (13) нетрудно

определить температурное поле в шаре. В нашем случае оно имеет вид

1
l*=+-k- X

1 '

3-5р2

, 10Х (Уl ± 2k,Кi [3FO- 2 sin I-tnР ( 2 F)] 1}3 ехр - I1n о - ,
Pl-tn cos J.1.n

(14)

где k1 = kio. , ' , " , ", :
для определения напряженно-деформированного состояния шара,

обусловленного нестационарным температурным полем (14), имеем соот

ношение (2), уравнение (3), краевые условия (4), (6), которые в безразмерном

виде запишутся так:

0', = G* (t*) [(1 - v) ;-- + 2v...!:.. - (1- v) Ф*], (15)
р р ,

О''Р = О'н = О* (t*) [v ~~ + ~ - (l - v)Ф*] ,

_a_[_l__a_( 2и) ] +_1_ да* [~+~"'!:"_Ф*]_дФ* -о (16)
др р2 др Р а* (/*) др др 1 - v Р др - ,

и Iр=О = О,О', Ip=1 = О, (17)

где

и 1-2v
и = -(-0)-; 0'/ = 2а а(О) t О'н (i = Г, q>, 8);

Rat /0 о t О

t"
, 1+ v r * t" *) щ (f)
ф* = 1 - v dа, (Т]) drj; [* = t;; (У.,! (' =~ ;

О* (t*) - ~ . р - -!- .- ао ' - R '

Go, (Y.,~O) - опорный модуль сдвига и опорный температурный коэффициент
Линейного расширения.

Краевую задачу (15)-(17) решим методом последовательных прибли

жений, основанном на малости фиксированногопараметра е. определяемого

из равенства (2] ,

(18)
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Величины и и а, (i = r~ <р;8) будем искать в виде

', ' (19)

(20)

Вопрос о сходимости этих рядов рассмотрен в работе [2].
для нулевого и n-го (n = 1, 2, 3, о •• ) приближения граничные задачи

запишутся соответственно в виде

д[1 д 21 дФ*
дР 7ар(Рио) = дР'

a~O) = О* r(l - ") ~~o + 2" и; - (1 - ") ф*1,
0*' = a~) = О* [" ~; + И; - (l - ") ф*J'

ио Ip=o = О, a~O) Ip=1 = О;

д r 1 д 2 J a~n-I
др \7дР (р иn) = - (1 - "У) О* 'Ф,

a~n) = О* [(l - ") ~; + 2" uрn 1,

(n) (n) G* [ ди.; + иn ]
аф = ав = "ар -р-,

и.; Iр=О = О, o~nJ /Р=l = о.

Решение задачи для нулевого приближения имеет вид

и = Н (р) + 2 (1- 2оу) Н (1)
о р2 I+"Y Р ,

a~O) = 2 ( .'2ОУ;;; 1) О* [Н (р) _ р3Н (1)],

, • d~
o~) = a~) = (2" - 1) О* [Ф" - 3Н (1)] - +,

где

(21)

(22)

р

н (р) = j'р2ф*dр.

о

решение задачи, соответствующей первому приближению, будет таким:

I [2 (1 - 2оу) ]
и} ="8 (1 _ "У) р2 К (р) + D}p ,

cr~l) = '~ r 4((1 -I~VI: К (р) + 2 (1 - 2v) F (р) + (1 + ") D1], (23)
f, "У- р

cr(l)=(}(1) =~[ 2{1-2v)2 K(O)+ 2(1- 2v)F( )+(l+v)Dj
QJ е е (1 - "У) р3 • 1- v Р 1 ,

где

D1 = l~V [4(\-=.:ОУ)2 K(l)-2(l-2v)F(l)];

р р

Р(р) = ~ Н(Р) ;;;~ЗН(1) дд~' dp; К(р) = ~p2Fdp.

о о

Если физико-механические характеристики изменяются в зависимости
от температуры в виде (2, 3]

л; = 1 - k1t*, а; = 1+ yt~, О* = 1- ~t*2,

. юо



(24)

а температурное поле имеет вид (14), то решение для нулевого приближе

ния (20) записывается в следующем виде:

O~O! :2 (2v - 1) (1 + v) О* {-.:L [о, 1Юр3 (l .: р2) + ~ 2Кi ехр. (- ~;'Po) х
(1 - v) р3 k] . ~l f1~ cos f1n

Х ( sin~nP - Р COS f!nP) ] + k]: у [! ч2t*d11 - р3 J~ 112t*d'llН,

ot<JJ, _ 0(0) (2v - 1) (1 + v) О* lt*(1 + .л. t*) --1-- 3y!<.iFo
q> - в 1 - v 2' k]

I 0(0)
3 (k] + у) r 2t*d ] r_ . k J ч ч - -2- ,

. ] О .

где k1 = 0,132; У = 0,554; ~ = 0,125; v :- 0,4.
По формулам (24) при р = о, ю = 1, Ро = 0,4 произведены расчеты

температурных напряжений в термочувствительной сфере. При этом

o~O)lp=o = 0,121; o~) Ip=o = aWJIp=o = 0,213. Значения этих напряжений
для нетермочувствительной сферы соответственно равны 0,097 и 0,19. По

следующие приближения практически не оказывают влияния на величину

температурных напряжений в иентре сферы. Таким образом, учет зависи

мости физико-механических характеристик материала от температуры

приводит к увеличению радиальных и кольцевых напряжений в центре

сферы соответственно на 25 и 12%.
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Рассмотрим упругое равновесие анизотропной балки-пластинки шири

ной 2ho, толщиной 2h и длиной 1, ослабленную круговым отверстием радиуса

'), в которое впрессовано упругое изотропное кольцо (стержень) постоянно

го сечения, симметричного относительно срединной плоскости пластинки

ХОУ. Предполагаем, что пластинка имеет в каждой точке плоскасть упругой

симметрии, параллельную плоскости ХОУ. Контакт между телами осущест

вляется вдоль всего контураотверстияL . Трением между пластинкой и коль

цом пренебрегаем. Напряженно-деформированное состояние кольца опи

сывается теорией тонких криволинейных стержней .

При определении напряженного состояния в контактирующих телах

будем исходить из граничных условий в интегральной форме [2]. в этом

случае задача сводится к нахождению функций ФJ (z}) комплексных пере

менных z, = х + f!/Y, аналитических в областях 5, (j = 1, 2) [1, 3], и ком

понент деформации стержня ео и еь .
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