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УСТАНОВИВШИЕСЯ НАПРЯЖЕНИЯ В БЕСКОНЕЧНОй

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ С ТЕПЛООБМЕНОМ.

ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ЛОКАЛЬНЫМ НАГРЕВОМ

Пусть тонкая бесконечная круговая uилиндрическая оболочка нагре

вается по кольцевой области I о: I< Ь внутренними источниками тепла

мощностью qo или внешней средой температуры to = const. Через поверх

ности '\' = ± б оболочки осуществляется теплообмен с внешней средой ну

левой температуры по закону Ньютона. Предположим, что температура обо

лочки на бесконечности исчезает.

Для определения установившегося температурного поля в оболочке

имеем уравнение теплопроводности [1, 2]

Т" -1%:- + %N (а..)] Т = -f N (се), (1)

где

dT 2 а±. 2 2
Т' = da: %± = м- ' % = %+ - %-:

N (а..) = S_ (а.. + Ь) - S+ (а.. - Ь), S± (11) - асимметричные единичные

функции; Л, а..+, а..- - соответственно коэффициенты теплопроводности,

теплоотдачи с поверхностей области нагрева и за ее пределами; q = qo при

нагреве внутренними источниками тепла; q = tоа..+/б при нагреве внешней

средой.

Температурное поле в оболочке находим таким образом. Умножая урав

нение (1) на N («), вводя замену

U = TN (а) (2)

равенства

S± (а.. - а../) S± (а.. - a..i) = S± (а.. - а..тахц),

f (а..) б~ («) = f (О) б'± (п) - f' (О) б± (а..),

(3)

(4)

получаем уравнение с постоянными коэффициентами относительно И:

и учитывая

И" -%~И =T_-T+-f N(a..), (5)

где
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где

Общее решение уравнения (5) имеет вид

и = Ае-х+а + Ве
х+а + Р_- р+, (6)

г; = x~ {:~ (T(+2b-s)shх+(s-а)J/~=+ь+

+ л~+ [] -сhх+(а+Ь)] }S'f. (а±Ь).

Из равенства (2) следует, что и = О при а < - Ь. Следовательно,

в выражении (6) А = В = О. На основании (2), (6) уравнение (1) сводится

к частично вырожденному уравнению вида

т" - х=-Т = х (Р_ - р+) - +N (а). (7)

Общее решение уравнения (7), являющееся общим решением урав

нения (1), ищем в виде

т = с; ch ~,-a + с; sh ~,-a + R- - R+, (8)
где

R+ =P'F- X~d~ (Т(+2ь-s)shх_(s-а)}fs='FьS'F(а+Ь).

Определив Т (=Fb), Т' (=Fb) из (8), учтя, что температура оболочки на

бесконечности исчезает, получим общее решение задачи теплопроводности

для рассматриваемой оболочки:

Т = лхi~ (k2 {ех_(а+ь) (1 - S_ (а + Ь)} +

+ е-х_(а-ь)S+ (а - Ь)} + (ki - kз ch х+а) N (а», (9)

где

x~+ х?
k1 = 2 ch 2Ьх+ + - sh 2Ьх+:

Х+1<_

~ (~)k2 = ch 2Ьх+ +- sh 2Ьх+ - 1; kз = 2 ch Ьх+ +- sh Ьх+ . .
Х_ Х+ .

Если а+ положить равным а-, то температурное поле (9) запишем так:

Т = ~{eX-а sh Ьх_ + (l-chx_(a + b)}S_(a + Ь)
ЛХ_

-[1- ch х., (а - Ь)} S+ (а - Ь)}. (10)

Произведя в (9) и (10) замену а' = а + Ь и перейдя затем к пределу

при Ь ~ 00, найдем температурное поле в бесконечной оболочке, нагревае

мой по области а' > О, соответственно при а+ '*' а:", а+ = а-:

Т = -q- { Х+ ех_а' + [1 _ I (х eY.-а· +х_гх+а,> ] з., (а') }
~ ~+~ ~+~ + •

(11)

Т = л:=- r+е'са' + (1 - ch х.; а') з: (а')] . (12)

Температурные напряжения в оболочке определяем по известным 12]
формулам . '

ааа = 216 (N1 + 3 6~ Мl)' Gt>~ = 2~ (N2 + 3 6~ М2)' (13)
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(15)

где

2Еб [dU w 1 2ЕБЗ d'lwN J = 1-,,2 da +'V R-(l+'V)а,tТ, M J = - 3 (1 _ ,,2) da.2

2Еб r du w . т] м
N z = 1-,,2 l'V da + [["- (1 +'V)a,t' Z='VM1; (14)

R - радиус срединной поверхности цилиндрической оболочки; 'V - ко

эффиuиент Пуассона; Е - модуль Юнга; a,t - температурный коэффициент

линейного расширения; компоненты вектора персмещений и, w определяют

ся из уравнения

d4w 4 4 RT) I 3" А О 4 3 (1 - ,,2)
da.4 + n (ш-а" т б2R2 10 = , n = 4б2R2

и равенства

и = н (1 + ") а/Т - 'V ~ 1аа + АlО ~ + A~o. (16)

Решение уравнения (15) ищем в виде

w = (С) сов nа, + Czsiл na,) еnа + (СЗ cos nа, + С4 siл na,) е-па +
+00 .

+ щ:n 5 Т(~)е-nlа-;lrsiлnlа,-~I+соsn(а,-~)]dG- 1-':,,2 А10• (17)
-00

Удовлетворив граничным условиям

Нт .н; н; M J } = о, (18)
)al-+ oo

получим общее решение уравнения (15) для бесконечной цилиндрической

оболочки:

w = щRn;q -( 2;2 [(1- Г) sigл_ (а, + Ь) - 0-[+) sigп+ (а, - Ь)] +
I..k, х+ -,

+ kz'Г [4n2х=251 - f] (Г, Г, Ь) + ЧJl (k-, Г, Ь) + ft (k+, [+, - Ь) +
+ ЧJl (k+, [+, - Ь)] - kэх+ {4nzx+2 ch x+a,N (а,) + ch Ьх+ [1'2 (k-, г, Ь)-

-tt(k+, [+, -Ь)] +shЬХ+[ЧJ2(k-, Г, b)-ЧJz(k+, [+, -Ь)]}), (9)

где

f't (k"', ["', ± Ь) = (е - 2;2 ["') sigл", (а, + Ь);

(k'f ['" Ь) _ 2n2 + ~2 k'" 2n2
- ~2 ['" - _ {х_, i = 1

ЧJI ' ,+ - _ - _ ,х -
2nх 2nх х+, i = 2'

51 = ех_(а+Ь) [1 - 5_ (а, + Ь)] + е-х_(а-Ь)5+ (а, - Ь);

2

k"'=e'(+b)=e-nlа±ы�"siлnlа+ьj __ х+= Х+
- - +, 4 4+ 4n Х,!,

['" = Z'F (+ Ь) = e-n1a±bl", cos n Iа + Ь J'F.
Подставляя (19), (16) в (14) и полученный результат в (13), находим вы

ражения температурных напряжений в рассматриваемой бесконечной обо

лочке:

ааа =~ ( 2~2 [k- sigл_ (а, + Ь) - k+ sign+ (а, - Ь») 
k1x+ "-

-kzх- [25t+f!(Г, -Г,,Ь)-ЧJt(Г, -:«, b)-{t(l+, -k+, -Ь)-
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(23)

- !Vl (r-, - k+, - Ь)] + kзх+ {2ch x+aN (а) - chЬх+ [[2 (Г, - k-, Ь) -

- [:: и', -k+, - Ь)] - shbx+ [Ч'z (Г, - k-, Ь) + Ч'z (l+, - k+, - Ь)]}>,

(20)

свв = Ql~2 <2~2 [[+ sigп+ (а - Ь) - Г sigп_ (r:1. + Ь)]-
klx+ .

- k2x- [n-2x~}+ fl (k-, Г, Ь) - Ч'} (k-, Г, Ь) - tt (k+, [+, - Ь)-

- Ч'} (k+, [+. - Ь)] + kзх+ {n-2х=Г ch x+aN (а) - ch Ьк.; [fl (k-, Г, Ь)-

- ft (k+, г'; - Ь)] - sh Ьх+ [Ч'l (k- , Г, Ь) + Ч'1 (k+, [+, - Ь)]}) + V(Jaa,

где

Q = 2QlRn
4y . Q = atEq

1 - v2 ' 1 л.'

. В случае а+ = а- температурные напряжения (20) приведем к виду

ааа = Q 4 {452 + x~ [fl (k-, Г, Ь) - ft (k+, е, - Ь)]},
2 (4n4 +x~ n

(J1\1\=Q1x-{52-+rfl(Г, -k-.b)-fi-(l+, -k+, Ь)]} + v(Jaa, (21)

где

52 = ch х.. (а + Ь) 5_ (а + Ь) - ch х.; (а - Ь) 5+ (а - Ь) - sh bx--е'К_а..

Обусловленные температурными полями (11), (12) напряжения запи

шутся соответственно в виде

а" = м ы, {ВГ r2,) + ~~-; п: (К-, с , О) + Ч'l и:', - К-, О)] +

+ вг [25 + + ~; 1"2 (К-, L-, О) - Ч'z и:', - К-, О)]},

{JI\ = M oN
ZBi

1 ( ВГ { ~;- [5- - +fl и:', -К-, О)] - Ч'] (1\, с: О)} +

+Bi+{B~t [5+-+[2(L-,-I\,о)j-Ч'z(К-,L-,0)})+VIJ"; (22)

IJ" = М 2 [5з + 2
BNi

-; fl (К-, L-, О)],
4N4 + Bi_

IJВ = +МоВГVВi_[5з-fl(L-, -К-, 0)1 + VIJ",

где

а' у R ..4/ 3 (1 - v2)

А = -6-; Г = т; Р = т; N = nб = J! 4р2 ;

М = 2MopN4
r . 1\ = e-N 1A1- siп N IА 1-; L- = e-N1A1

- cosN IА 1_;
l-v2 '

'+ ~ В' y Вi_Bi=F = (х+б)2 ; В1 = 1 - -==--'------:==---::==_
4N4+ Bi~ 1 - (VBi_ -1- V Bi+) VBi+

з: = eYВi_A [5_ (А) - 1]; s+ = e-yJЗ4Аs_ (А);

8з = 2 ch VBL А5_ (А) - eyвL.A; о, = (Jftla,Eto;
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Мо = Вт., (при нагреве внешней средой); а/ = Лаu/аtЕqоо2; Мо = 1 (при

нагреве внутренними источниками тепла) (i = а, ~).

По формулам (22), (23) произведены расчеты изменения температурных

напряжений на поверхности Г =] вдоль образующей бесконечной цилин

дрической оболочки, нагреваемой внутренними источниками тепла. Резуль

таты представленыв виде графиковна рис. 1, 2. При этом принималось Bi_ =
= 0,01, Вi+ = 1 (кривая 1 на рис. 1, а и 2, а), Вт.; = Вг., = 0,01 (кривая 2
на рис. 1,би 2, б), Bi+ = Вт.; = 1(кривая 3 рис. 1, а и 2, б), ,,=О,3, р = 20.
При постоянном значении коэффициента теплоотдачи с поверхностей обо

лочки напряжения симметричны относительно начала координат, в то время

как при кусочио-постоянном значении коэффициента напряжения являются

несимметричными. Из графиков видно, что учет кусочио-постоянного из

менения коэффициента теплоотдачи приводит к существенному изменению

температурных напряжений в оболочке при локальном нагреве.
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