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(1)

функцио-

Определим оптимальные по напряжениям режимы нагрева по толщине

замкнутой сферической оболочки, на внутренней поверхности которой имеет

место конвективный теплообмен при переменном во времени коэффициенте

теплоотдачи. Функцией управления является температура внешней поверх­

ности оболочки. Температура оболочки отсчитывается от начальной. равной

температуре среды. Решение задачи для случая постоянного коэффициента

теплоотдачи рассмотрено ранее * о

Примем следующие ограничения на температуру t1 (и) внешней поверх­

ности и температурные напряжения.

Функция t1 (и) для О -< и -< Uk неотрицательна и ограничена значением

to• а для и ;> и" равна tk , то е.

0-< t1 (и) -< to для О -< и -< U k; [1 (и) = [k для и » Щ.

Изменение во времени функции t 1 (и) ограничено системой

нальных условий вида

Uk

j u{t1 (и) du = А/ (i = О, n), (2)
о

где А ! - некоторые постоянные; Uk - момент окончания нагревао

Температурные напряжения o"s = 0"(3 == о" (у, и) на внешней 0"+ = о" (h,
и) и внутренней 0"- = о" (-h, и) поверхностях изменяются в заданных пре­

делах:

(3)

. где at <: о, O"t >- О, 0"1 -< О, 0";:>- О, и = T/a2h2; т - время; «" - ко­
эффициент температуропроводности; 2h - толшина оболочки; Gs' а(3-'-

меридиональныеи кольцевыенапряжения на внешней y==h, а+ и внутренней

• Бурак Я. И., Будз С. Ф., Мuрон"ук Ю. Го, Ирза Е, М. Оптимизация режимов на­

грева сферической оБОЛО'JКИ.- Науч. конф. «Вычислительная математика в современном

научно-техническом прогрессеэ. Кннев." ]974, с. 44-50.

5·



'у == "-h, (1- - поверхностях оболочки; '" - координата по толщине

оболочки, отсчитываемая от срединной поверхности.

Функции 1, и (1± С учетом ограничении (1), (3) представим в виде

1, (и) = (~ (siп!р, (и) + 1),

(8)

(7)

(4)
где <JJl (и) - некоторые функции.

При решении задачи в качестве исходной используем систему уравне­

ний теплопроводности

1 а; 1 dT
15~ +зl:iU +Т* +Т = 1, (и),

-+(1+ Bi
6
(U») d~. +(1+ Bii

U») 'z -(1 + Bi(u))T*+

+ Bi (и) Т = Bi (и) 'е (и), (5)

_~ dT. + dT -Т = _1_ dte(u)
5du аи * S du'

которая соответствует кубическому закону распределения температур по

толщине оболочки, т. е.

(у,и)= 2~ (з'1:2 -+) ~* ++(h: -+) ~ + hТ*+Т. (6)

Здесь Т, Т* - усредненные по толщине оболочки температура и темпера­

турный момент; 'е (и) - температура среды внутри оболочки; Bi (и) = ~ (и) Х

Х h - критерий Био; ~ (и) - относительный коэффициент теплообмена; S =
= ;:{').,д2h2/СеРсR; А - коэффициент теплопроводности материала оболочки;

Се' Ре - удельная теплоемкость и плотность среды; R - радиус внутренней

поверхности оболочки. Последнее уравнение (5) получено из условия, что

поток тепла через поверхность у = -h обусловливает соответствующееиз­

менение температуры внутри оболочки.

Напряженное состояние свободной от силовой нагрузки сферической

оболочки определяется по формуле

Еа.
а = -I--(T-t),-v

где Е - модуль упругости; а - коэффициент линейного температурного

расширения; v - коэффициент Пуассона.

Сформулированная выше задача решается с использованием методов

вариационного исчисления на основе минимизации функционала энергии
упругой деформации оболочки .

Uk

М = 8nR2hEa. (' [_1_ (~) 2+ (Т )2 + _1_ ( dT. )2] d
3(I-v) J 15 du * 525 du и,

о

заданного на множестве допустимых функций Т, Т*, которые связаны с

функцией уравнения 1, (и) и температурой 'е (и) среды внутри оболочки урав

нениями (5).
Из необходимого условия экстремума функционала М с учетом огра

ничений (5) и представления (4) для функций I1 И а± получим систему урав
нений Эйлера

2 d2T
(1 d) 1 d15 du2 + з du - 1 А1 (и) + зl:iU (А2 (и) + Аз (и) - 31.5 (и» +

+ [р + Bii
U») .:u - Bi (и) ++- d ~и(U) ] А4 (и) = О,
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2(5~5 d~ -l)Т*+(* d~ -1)О'I(и)+Л2(и)-,сз (u)) +

(
2 d ) [ 2 ( Bi (и») d . .+ ----1 Л (и)- - 1--- ---1-Вl(ll)+5 du Б 5 6 du

+ _1_ d Bi (и) ] Л ( ) = о
15 du 4 и ,

(Л] (и) - ~O ЛiOиi) cos 'Рl (и) = О,

1..2 (и) соз 'Р2 (и) = О, лз (и) cos 'Рз (и) = О,

d~U(U) + Bi (и) зх, (и) = О,

(9)

которая вместе с уравнениями (5), (7) и условиями (l) - (3) составляет пол­

ную систему уравнений для определения оптимальных режимов нагрева

и соответствующих им температурных напряжений.

Рассмотрим решение задачи для случая, когда функция Bi (и) является

кусочно-постоянной и представляется в виде

n

Bi (и) = ~ Bi/ [S+ (иНI - и) - S+ (щ - и»),
;=0

(10)

где S+ (и) - единичная функция; BiJ = const; uo = О; llk = иn . В данном

случае задачу определения искомого решения нагрева можно свести к ре­

шениюсистемы уравнений (5),(9) для каждого из промежутков времени llj-l <
< и < и /' на которых коэффициент теплоотдачи сохраняет постоянное зна­

чение

1 а; 1 dT Т
15 ----а;;- +з (fU + *+ т = t1 (и),

-+(1+ ~/) ~,. +(1+ B~/) ~~ -(1 +Bij)T*+ Вi;T = Bijtc(U)' (10

_2 dT,. + dT ~T = _1 dtc(u).
5 du du * S du '

2 d2T (1 d 1 d
15 du2 + 3 Т - 1) "'1 (и) + 3 dU (1..2 (и) + "'з (и) - ЗЛБ (и» +

+ [р + B~J) ~ - Bij ] 1..4 (и) = О,

2(5;5 ~: - 1) Т*.+ (* :u - 1) (1..1 (и) + "'2 (и) - х, (и» +

+(+ ~-l)ЛБ(и)-[+(t+,B~/):U -1-Вij) л4(и)=О, (12)

("'1 (и) - ~O Л/oU/) COS 'Рl (и) . О,

1..2 (и) cos 'Р2 (и) = О, 'Лз (и) cos (Рз (и)· О,

d1;U) + Вi jSЛ4 (и) . О.

Поскольку функция t ()', и) должна быть непрерывной, то на основании -.
dT dT· dt .

(6) при и = и/ функции Т, ----clil' Т*'du" .л; d~ должныудовлетворятьус-

ловиям сопряжения

т (и/- О) = Т (щ + О), а"Т {du- О) _ dТ(щ + О)

du
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Т ( О Т ( О dT.(U(-О)_dТ.(щ+О)
. * ui - ) = * ut+). du - du

dl c (Иj - О) _ d/ c (Иj -1- О)

du - du

(1 З)

в . качестве примера определим оптимальные режимы нагрева сферической

оболочки для случая, когда температура t1 (и) внешней поверхности обо­

лочки равна нулю в начальный момент времени и = О, а при и == иk '1 (и k ) =
= 'k' При И = ит, где О -< иm <: иk• 11 (и) достигает максимального зна­

чения, равного 10' т. е.

=0. (14)

оо

0.75

q5
ОД

Пусть при искомом режиме нагрева температурные напряжения а

на внутренней а- ·и сжимающие на внешней а+ поверхностях не превышают
допустимых. В этом случае необходимо учитывать только ограничения на

~/Тo б(/'VJ;2,схТо растягивающие напряжения на внешней
поверхности оболочки. Предположим,

0.; что растягивающие напряжения на

внешней поверхности меньше допусти­

0.0.5 мых. Тогда cos СРl (и) =F О, cos ЧJ2 (и) =1=
=F О, cos ЧJз (и) '* О. Искомое экс­
тремальное решение находим из системы

уравнений (11), (12) при Л2 = О, Аз = О,

- ,05 Л1 = Лоо + Л1ои.
Если для найденного экстремаль-

JO 60 90 IJ ного решения растягивающие темпе-

ратурные . напряжения а+ при некотором значении и = И02 (И02 > Ит)

достигают значения, равного at, а для и> И02 а+ > at и в указанном диа­

пазоне 0< ,+ < to, то из анализа уравнений Эйлера (12) следует, что для
удовлетворения условий (3) согласно (4) необходимо перейти на режим на-

грева, ' при котором растягивающие напряжения а+ на внешней поверхности

оболочки равны допустимым at. т. е. а+ = at. в рассматриваемом случае
оптимальные режимы нагрева начиная с момента времени и = ИО2 опреде­

ляются из системы уравнений

-~ (1 + B~f) ~~. + (1 + B~f) ~~ + (+ BijS - вь - 1) ~* +

+ в., (l - S) :~ + вьзт, = О, (15)

_1_ dT. +_1_ dT +Т +~a+ - О
15 d/l 3 du * о.Е 2 - •

. .

Численный анализ оптимальных тепловых режимов и соответствующих

температурных напряжений на внешней поверхности оболочки выпол­

нен для функции Bi (и), заданной в виде Bi (и) ~ S+ (и ; - и) (О < и ; <:
< иm) для параметра S = 150, 100, 50, 10 при и* = 0,5ит, и* = 0,75ит ,

и* = ит , для сравнения выполнены исследования решения задачи в пре­

дельном случае при Bi = О (теплоизоляция на внутренней поверхности

оболочки). Исследования для значений параметра S = 150, 100, 50 показа­

ли" что влияние параметра и* на изменение во времени и по величине опти­

Мальных режимов нагрева и соответствующих температурных напряжений
незначительно. Эти результаты , представлены на 'р-исунке кривыми 1. При .

этом оптимальные режимы нагрева практически совпадают с найденными при

условии теплоизоляции на внутренней поверхности оболочки. Кривыми 2
представлены оптимальные режимы нагрева и соответствующие температур­

ные напряжения для S = 10 при и* = ит . Продолжительность процесса
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нагрева в последнем случае при одном и том же уровне допустимых растя­

гивающих напряжений на внешней поверхности приблизигельно на 10%
меньше аналогичной в условиях теплоизоляции на внутренней поверхности

оболочки.
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(2)

(3)

(1)

Основы методики аналитического определения режимов низкотемпе­

ратурной обработки тонких сварных пластин и пологих оболочек пред­

ложены в рабатах [1, ,2]. В настоящей работе с использованием этой мето­

дики исследуется вопрос о снятии остаточных напряжений в сваренной вдоль

меридиана цилиндрической оболочке, находящейся в условиях плоской де­

формации.

Пусть длинная цилиндрическая оболочка радиуса R, толщины 2h с ме­

ридиональным сварным швом находится в условиях плоского напряженного

состояния, обусловленного изменяющимися в кольцевом направлении ос­

таточнымисварочными деформациями. Рассмотрим задачу определения

дополнительных термопластических.деформаций, которые вместе с заданны­

ми начальными сварочными обеспечивают оптимально низкий уровень ос­

таточных напряжений. Для их определения используем условие минимиза­

ции функционала энергии упругой деформации оболочки [3-5].
В рассматриваемом случае энергия упругой деформации оболочки,

рассчитанная на единицу длины в осевом направлении, представляется в

виде функционала

1 1\[ 2 2 3 2 2]К= 2D
o
I N1 - 2vN1N2 + N2 + ----;i2 (М 1 - 2vM1M2 + М2) d~.

-1\
где Do = 2Eh; Е - модуль упругости; v - коэффициент Пуассона;N1 •

N.! - компоненты усилий; ..\11' М2 ---'-- компоненты моментов, которые связа­

ны [7] уравнениями равновесия

dN I dM ' Id2M
2__2 + 2 =0 N

d~ R d~ , 2=R~

и совместности деформаций

3R d М М 1 d ( d (R (Р). (р) ~
Doh2 d1Г ( 1- V 2) - D

o
~ н, - vN 2) +""'dIГ Щ- 81 ) -

d «О) R (OJ)='""'di\ Еl - хl ,

3R 'м М ' 1 d2 н (р) lP (р)
Doh2 ( , 1 - V 2) + Do d~2 (N 1~ V J + RXl + d~2 еl =

= - RxjO) - d~2 8\OJ.

Здесь er}, х\Р) и ef), х[О) - искомые пластические и начальные сварочные
деформации.

Ставится вариационная задача о минимизации функционала энергии

упругой деформации(l) на множестве допустимых ФУнкций усилий и
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