
__1_ ехр (cr't/4) N
2 У2л У п [1 - ехр (- a't))lj.

На рисунке с точностью до 8 = 0,01 построен график зависимости

т 1.* + 2""k) (Т) = - 21-1ВtТоЬ у 1 k1(Т) как функции безразмерного времени. = ct;12b2
,

когда пластинка теплоизолирована с боковых поверхностей (х = О) и

температура То задана на всей длине трещины (t = 1). Как видно из ри

сунка, коэффициент интенсивности напряжений достаточно быстро уве

личивается в начальные моменты времени О < т <: 1, а затем очень мед

ленно приближается к значению, соответствующему стационарному слу

чаю (этот случай отмечен на рисунке штриховой линией).

.8, С, D, у, 5, и, v, ". По этим параметрам. используя результаты теорем J и

2, устанавливаем неравенство (1J), которое в случае разложения оригинала

'по присоединенным полиномам Лежаядра примет вид

3

2 <8.
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УДК 539.377

М. Г. КРИSЦУН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

И ТЕРМОУПРУГОСТИ для ПЛОСКОСТИ

С ПЕРИОДИЧЕСКОй СИСТЕМОй КРНВОЛИНЕЯНЫХ РАЗРЕЗОВ

Рассмотрим упругую изотропную плоскость с периодической системой

трещин, расположенных вдоль неограниченного числа гладких дуг Lk,

комплексные координаты точек которых выражаются через точки .(0) дуги
Lo соотношением

rr;(k) =kd + '1.(0), (1)

где d - действительная постоянная (период задачи) . Определим напряжен

ное состояние такой плоскости, когда она при стационарной температуре

Т (х, у) нагружена внешними усилиями. Предполагаем, что берега трещив

в процессе деформации не контактируют.

Задача теплопроводности. Пусть на контуре L = U Lk задано одно
k=-CQ

ИЗ условий [3]
Т± (Т) = t± (Т),

Л ( ~ )± = 1=q± (т),

(
дТ \ ± +

л дn) - h (Т) (Т - Т) = qa (Т).

(2)

(3)
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Эдесь n - нормаль к левому берегу разреза; л. - коэффициент теплопро

водности тела; h (Т) - теплопроницаемость трещин; индексы «+» и «-»
указывают па предельные значения соответствующихвеличин слева и спра

ва от линии L .
Следуя работе [3], представим температурное поле в плоскости с раз

резами так :

т (х, у) = 2Re F (г), F (г) = РО (е) + -21. r '\' (.) +ir {"t) dT + С, (5)
лr J .-г

L

где Ffl (г ) - комплексный потенциал температурного поля в сплошной плос

кости ; у (Т ) И Г (Т) - действительные функции комплексной переменной,

представляющие собой соответственно плотности логарифмического потен

циала двой ного слоя и видоизмененного потенциала простого слоя.

Рассмотрим случай , когда на берегах трещин задана температура.

Удовлетворяя граничному условию (2), находим, что "( (Т) = {l (Т), а функ
"ЦИЯ Г (т) определяется из интегрального у равнения

.-!..jГ(Т)Rе{ d. } =f2(To) - с--1
Cf1(T)lm { d.}, 1:oEL, (6)

n L т - .0 11: i 't - 'to

где

fl (Т) = -{- ([+ (1:) - Г (1:)]; {2 (1:) = -{- [r (Т) +Г (1:)] - 2Re РО (т) .

Предположим, что функции f j (Т) удовлетворяют условию периодич

ности

fi (kd + Т) = fj (1:). (7)

Тогда этому условию будет удовлетворять также функция Г (1:). Зафикси
руем в уравнении (6) То Е Lo и запишем интеграл по L в виде суммы инте

гралов по Lk • После замены переменной интегрирования (l) и суммирования

ядер уравнение для определения Г (t) примет вид

+)Г (Т) Re {ctg_~}'t :;- 't
o' dT} = {2 (То) - С - +I '1 (т) Х

4 ~

Х 1т {ctg 11: (';; '0) d1:}. (8)

Постоянная С, выражающая значение температурного поля на бесконеч

ности, может быть определена из условия существования [1] ограниченного

на концах разреза решения уравнения (8).
Продифференцируем уравнение (8) по То. умножим полученное выра

жение на _ie1a• и проинтегрируем левую часть уравнения по частям с
использованием условия

(9)

где '!' '2 - комплексные координаты начала и конца дуги [о ; а - угол

между осью Ох и нормалью к левому берегу разреза; ао = а (То). В резуль

тате для определения Г' (Т) получим уравнение

-1 I r'(T)ReM(T,To)dT=f*(To), 'toELo, (10)
11: L• .

.где

M('t, То) = ;j e1a.ctg 11: ('t; "'Со) ;

'* (То) = - ieia·f; ('to) - +.\ {l (т) 1т { ~2 еа, csc2
11:('t;; "'Со) d't}.

L .

Аналогично можно получить интегральные уравнения для граничных

условий (3) и (4).
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'1' (z) = '1'0 (z) + -2' r[ ffl d~
n J т-г

L

для трещин, на берегах которых задан тепловой поток, с учетом ус

ловия

У (Т1) = У (Т2) = о (11)

находим Г' (Т) = - ie-1a q2 (Т), а функция У' (Т) определяется из уравнения

_1 \ У' (Т) ReМ (Т, '1:0) d. = - q* (то), ТО Е LQ, (12)
n L.

где

ч, (Т) = 2~ [q+ (Т) - q- (Т)] + 2Re { e'aF~ ('I:)} И q2 (Т') = 2~ [q+ (Т) + q- ('1:)]

удовлетворяют условию (7) q* ('1:0) = ql ('1:0) + _1_. r q-2'(T) 1т М (Т , То) e-1ad-r.
nt t.

Так как по определению функции Г(Т) ~Г'(T) dT = О, то функция q2 (Т),

L. r .
очевидно, должна удовлетворять условию je-l<1: q2 (т] dT = О, которое

L.
означает,что суммарныйпотоктепла через берега разреза должен равняться

нулю.

В случае граничного условия (4) Г (Т) = О , а функция У (Т), удовле

творяющая условию (11), определяется из интегро-днфференциального

уравнения

~ 5у' (Т) ReМ (Т, '1:0) d'l: - 2h ('1:0) У ('1:0) = ч, (То) -л2 Re {e'a.F~ ('l:o)}' (1 3)
L .

Таким образом, задача теплопроводности сведена к решению сингу

лярных интегральных уравнений вида (10), (12) и (13). Из условий (9) и

(11) заключаем, что решения этих уравнений следует искать в классе функ

ций, неограниченных на концах разреза Н] . Для некоторых случаев прямо

линейных разрезов решения уравнений (10), (12) можно получить в замкну

том виде [5, 8]. О численном ~ще1lИИ этих уравнений будет сказано позже.

Задача ' термоупругости. Граничное условие задачи запишем так [6]:

Ф ('1:) + Ф ('1:) - e--2i a [тф' ('1:) + 'у (Т)] = Р ('1:), Т Е L, (14)

где р (Т) = а::п - ia:d - заданные на берегах трещин внешние напряже

ния; t - касательная к L. Комплексные потенциалы Колосова - Мусхе

лишвили ищем в виде [4]

ф (z) = с, (z) + 2~ j g~ ~ :т
L

где ФО (z), 'Уо (z) - потенциалы, соответствующие внешней нагрузке I

температурному полю to (х, у) = 2 R е Fo (z) в сплошной плоскости, а g' (Т)

неизвестная функция, выражающаяся через смещения берегов трещины I

температурное поле (5) так :

g'(T)= X~I :т [v+-v--i(u+-u-)] + iH[Y(T) +ir (Т.)]. (Н

Подставляя соотношения (15) в граничное условие (14), для определ

ния g' (Т) получаем интегральное уравнение

_1 (' (gl (Т) 1т { е/а. } dT + ig' (Т) т - То Re{ е/а. } cFrj =
n i ' - 'О Т - 'о т - 'о

= Р* (то), То Е L, (li
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где Р* (Т) = - ieia• [р (Т) - Ро (Т)], ро (Т) = ~n - i~t - напряжения на ли

нии трещины в сплошной плоскости, обусловленные функциями ФО (г) и

'Р'n (г).
Если функция р* (Т) удовлетворяет условию (7), то уравнение (17)

можно записать так:

~ r [g' (Т) ReМ (Т, То) dT+ g' (Т) N (Т, то) dT] = о; (То), То Е с; (18)
11: .J

L.

где

N (Т, То) = еЕа• r- cos аоМ (т, '-0) + lm (Т - То) ( ;: е-2Еа• - М (т, '-0)2)] .

Из соотношения (16) с учетом непрерывности смещений в вершинах

трещин следует, что уравнение (18) должно удовлетворять условию

_1 Sg'(T)dT= .!!.- \ [тГ'(т) + iY(T)]d't' = ГО' (19)
11: с, л i..

Если,\, (т)} = У (Tz) = О, то формулу для Го можно записать еще так:

Го = ..!!.- 5[Г' (Т) - iy' (т)] TdT.
л ь,

Сказанное выше относительно решения уравнений (10), (12) в полной

мере относится и к уравнению (18).
Решение интегральных уравнений. Если для произвольных точек т,

То дуги Lo выполняется условие тах Iт - то I< d, то решение уравнений

(10), (12), (13) и (18) можно получить методом малого параметра [5, 8]. Ниже
приведена схема построения решения этих уравнений в виде ряда по орто

гональным полиномам.

Пусть уравнение дуги Lo описывается соотношением

т ='-(5), т)=т(-I), 1'2=1'(1), 5Е[-I, 1], (20)

где s - безразмерный действительный параметр. С помощью замены пере-

. " (5)
менной интегрирования (20) с учетом того, что е

Щ = i 1,' (5)1' уравнение (18)

запишем в виде

+ll{g'(s)[ 5~50 +K)(5,50)]+g'(5)K2(5,50)}d5='!'(50} , 50Е[-I,I],
(21)

где

К) (5, 5) = А) (5); Q(5, 50) =

_ 11: t л (, - 'О) •
- (гс g d •

К2 (5, 50) = i {Im т' (50) Q (5, 50) -.-' (50) 1т (Т - То) [~: + Q (5, 50)2]) ;

'А ,'(s)
К2 (~~) = t 2 (5) -=- ;

( т (s)

А 'А 't" (s) i
1 (5) + t 2 (5) = - 2.' (s); '!' (5) = т' (5) [р (5)- Ро (5)]; ТО = Т (50)'

Решение уравнения (21) ищем в виде

N N-I

g'(T)= ft*(s) , !1*(5)=Го + N
2 ~ fLV ~ Тт (5у}Тт (5} , (22)

-VТ=Sa \1=1 =1
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(23)

m= 1, N,
N
~ (А2 1 - 2) 2
"'" I-'vm).!v + CXvm).!v = 'Ф.т,

,,=1

где Тт (5) - полиномы Чебышева первого рода. При выборе g' (5) в форме

(22) условие (19) выполняется автоматически, а неизвестные постоянные

/!" = /!~ + i/!~ определяются из системы алгебраических уравнений, кото
рую нетрудно получить аналогично работе [2):

N
~ + I А2 2 ,
"'" (CXvm/!v + I-'"m/!v) = 'Ф.""
"=/

где

+К..m-К;m);[

8т +(- 1)m-v8
v

± ± А' . 1 ctg 2
аут = avт I-'vт, Ctvт = N sin вт

• 1 N
K/vm = K j (Бv, 5т) ; К/т = N ~ Kjvm; 5

"
= cos8v;

. ,,=I

1 .2 I • 2v-1
~vm + Фvт = N [K2vm - K 2m ] ; 8" = 2N л;

I • 2 Г к' -г 1<'
'Р.т + t'Ф.т = 'Фm - о lm - о'\ 2m; 'Фm = 'Ф (5m)·

Уравнения (10), (12) являются частным случаем уравнения (18) (го = О.

/(2 (5, 50) = О). Поэтому схема построения их решения аналогична приве

денной выше, причем в этом случае она значительно упрощается, так как

правые части данных уравнений -:. действительные функции и число урав

нений системы (23) уменьшается вдвое. Что касается решения уравнения

(13), то заменой переменных (20) оно преобразуется к виду

[

_1 S у' (5) [_1- + К1 (s, So)1 ds - h* (50)У (50) = q~ (so), SoE [- 1, 1}, (24)
Л: -1 8- 80

где

h* (50) = +1.' (50) Ih (50)' q: (50) = l't'~o)l qa (50) + 2 1т (F~ (So)}'

Решение уравнения (24) с учетом условия (11) запишется так :

N N-I

у' (5) = У. (8) у* (S) = _11/2 ~ у: ~ тт (5v)тт (5).
YI- s2 • '\1=1 ",=1

Интегрируя это соотношение по s, находим

N N-I

y(s) = - ~ ~ Y~ ~ ~ Тm (Sv)sinm8, S = соз В.
'\1=1 m=1

Тогда постоянныеy~ = у * (Бv) определим из системы уравнений
N

~ 1'~ [CXvm + h* (Sm) бvт} = q: (Sm)' т = 1, N,
у=1

где

N-I

«: = ~ L+cos k8 v sin k8т ,
k=1

Если решение уравнения (18) известно, то коэффициенты интенсивносп
напряжений определим по формуле [41

Кг - iКi = у Л:"fl,~';~) 1) I [Го + ~ iJ f-tv:~:C± 1)'" cosm8v).

1)2



Располагая коэффициентами интенсивности напряжении, предельные зна

чения силовой или температурной нагрузки определим из соотношения [7]

'/ D _ К1 - V кi + 8K~
K1 - 3DK2 = (1 + D2) 'К/С, - К

4 2

Приведенный выше метод решения интегральных уравнений может

быть с успехом использован для ряда других задач теории термоупругости.
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Рассмотрим цепочку точечных дефектов, расположенную в точке го

тела, содержащего круговое отверстие радиуса а. Сила, действующая на

единицу длины такого дефекта, вызванная упругим взаимодействием соб

ственного поля напряжений последнего с поверхностью отверстия, была

определена в статье [4]. Она выражается формулой (с исправленным знаком)

F - - 8Q~Sa2r o (1)
, - (?О - а2)3 '

где Q= 2PEP~ - мера интенсивности нарушения, вызванного дефектом в
рассматриваемой его модели в виде цилиндрической полости первоначального

радиуса Ро, расширяющегося в радиальном направлении на величину РОВ

[4, 7]; при этом площадь сечения цилиндрической полости изменяется на

величину f..S = 2лр~в. Из выражения (1) следует, что точечный дефект будет
стремиться приблизиться к отверстию.

В неограниченной среде упругое взаимодействие точечных дефектов

в рамках выбранной модели отсутствует. Однако если тело ограничено по

верхностью, то между точечными дефектами возникает взаимодействие через

так называемые мнимые поля [5J. Оказывается, что при учете этого взаимо

действия сила, действующая на точечный дефект, будет зависеть от относи

тельной концентрации дефектов п, которую определим следующим образом:

. разобьем плоскость сеткой на отдельные квадраты и в вершинах поместим

I точечные дефекты; относительной концентрацией дефектов назовем коли

. чество дефектов, приходящееся на отрезок, равный радиусу отверстия.
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