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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ чиспвнного ОБРАЩЕНИЯ

ПРЕОБРАЭОВАНИЯ ЛАПЛАСА К НЕСТАЦИОНАРНЫМ ЗАДАЧАМ

ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛ С ТРЕЩИНАМИ

Многие задачи нестационарной термоупругости, в том числе для тел

с трещинами, легко разрешимы в трансформантах Лапласа. Проблема

приближенного обращения преобразования Лапласа, и в особенности чис

ленного его обращения, возникла из потребности довести решение до числа

в там случае, когда существующие таблицы функций и их изображений не

дают возможности по изображению найти оригинал или требуют очень боль

ших вычислений.

Задачу численного обращения преобразования Лапласа можно решить

методами [2], основанными на разложении оригинала в ряды по ортогональ

ным многочленам. Тогда искомая функция f и) представляется рядом
со

f (t) = h и) '~ апРn (e-at) ,
n=О

rде Рn (e- at ) - ортонормированные многочлены
которые записываются в виде разложения

I!

Рn (e-at) = L a,,'!e-jat ,
j=O J

(1)

на промежутке [О, 1),

(2)

n

a~ = L а'!аР (ап; (3)
1=0 J

F (р) - изображение Лапласа функции f (t); h (t) - весовая функция орто

гональных многочленов; а > О - свободный параметр.

Таким образом, задача численного обращения преобразования Лапласа

сведена к вычислению коэффициентов a~ по формуле (3). При этом мы встре

чаемся с проблемой умножения очень больших чисел а'} на очень малые

aF (ап . Как известно [5], в таких операциях теряется точность вычисления.

Для устранения этого недостатка выведем асимптотическую формулу для

аn, устанавливаемую следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть f (t), t Е [О, 00] - непрерывно дифференцируемая

функция, l.обладающая свойствами

f (t) '"-' I с + Dt'Ve-
utV

, t -+ О, (4)
1А + B('e-ut

, t -+ 00,

где А, С, 1', б, 'V - произвольные числа; D, В =1= О ; и, v >- О. Тогда при до

статочно больших п имеет место асимптотическая формула для аn при раз

ложении оригинала по смещенным многочленам Якоби

Рn (e-ot) = )_ p~cЦ;) (гоt) , r n = Г (n + aI+/l Г (nt ~ + 1) ,
,~ nm m-n

2 \ n+1 ·. ( l ' i1++
an~ , (-1) Аsшл~Г -~--)m +

у лnгn 2 .
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+(- ])"+]в(+)6 r (k) m-k]пбmtsiл (n (~- ~ )) +

nб cos ( л ( ~ - ~) ) б sin (л (~ - ~) ) k
+ 2 'П т - 'П m ~ 'ф ( )] +

+ с Г (i) si.n =- + D sin (л (а - ",» г (2", + ') <Jvm-<2о!'+iJ} , (5)
т'

~< ~ -+, _~ О, а<miЛ{+, 2", + +},

где обозначено: т = 2n + а + ~ + 1; k = ~ - ~ - +; i = -} - а;
Г' (х)

'ф (х) = Г (х) ; Г (х) - гамма-функция.

Ввиду громоздкости доказательство теоремы не приводим. Оно ана

логично доказательству в работе [51 .. Такие же асимптотические формулы

для аn имеют место при разложении оригинала по смещенным многочленам

Гегенбауэра, Чебышева 1 и II рода, Лежандра. Отметим, что когда в (4)
и = О, то V должно удовлетворять неравенству у > - Г, это необходи мо

для существования изображения Лапласа .

Теорема 2. Если функция t (t) удовлетворяет условиям теоремы Г, то

для достаточно больших значений п > N погрешность между точным эн а 

чением t (t) и приближенным [н (t), полученным путем разложения оригинала

по присоединенным полиномам Якоби, устанавливается следующим нера

венством:

где

1М (t)] = If (t) - fN (t) 1-< !.t (а, t) (d1м-<k-l) ln6 2N х

Х[l+ 21:2N Iбсtg(n(~-~))I+lбl]п-12N",(k)]+

-(~-a) -(2у-а + "!') 1+ d 2N 2 + dзN 2 "

. Iв sin (л (~ - ~)) \
d1= (+)6 Г (k)2-k k~ 1 а

d
2

= Г и) 2- i I c
1
sin па I
--а

2

dз = <г" Г (2",+ i) 2-(2V+iJ ]D sin (л (а -11'» I
21'-а +""2

4 ! at (3)] ..!:.._...!-
!.t(а,t)=леХРl-Т ~+T [l-exp(-at)] 2 4;

~< ~ -+, a<min{+, 2", + +}.

(6)

(7)

д о к а з а т е л ь с т в о. Разложение оригинала f (t) по присоединен

ным многочленам Якоби имеет вид

ос
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f (t) = h (t) ~ а':. ~a,fJ) (e-<Jt),
"=0 .,rГ"

(8)



где

h и) = ехр [- ut (l + ~)] [1 - ехр (- ut )](1',. (9)

Предположим, что при n :> N + 1 имеет место асимптотическая фор

мула (5) и rn ~ (2nг 1 • Учитывая неравенство

IP~a.f\) (га!) I<V~n ехр [а; (~+ +)] [1- ехр (_ ut)]-+ ((1',++),

асимптотическую формулу (5) и упомянутые выше предположения, полу

чаем

L\f(t)l < f1(U, t){L\1(k-l)С=~+ln -klп62n(1 + ; Iбсtg(л (~-+))I х

х In-I 2n + Iб Iln- l
2n ~)(k))] + L\2(+- а) ~ ь:' +

" n=N+l

+ L\з (21' - а + _1) ~ п-(2'1'+п} .
2 n= N+l

(10),

kJ(rJ
rл --------Н----,.----
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1
Здесь использовано асимптотическое равенство n + """2 (а + ~ + 1) ~

~ n при п :> N + 1. Ряды в (10) сходятся при условиях, налагаемых на

параметры а, ~. и, и, у в теореме 2. Используя интегральный признак схо

димости рядов Маклорена - Коши [4], из неравенства (10) приходим к (6),
что и требовалось доказать .

Оценки погрешностей, аналогичные (6), можно получить для раз

лЬжений функций по другим присоединенным ортогональным многочленам.

Для этого достаточно в (6) положить такие значения параметров а и ~, ко

торые соответствуют многочленам Гегенбауэра, Чебышева 1 и 11 рода, Ле

жандра .

Обозначая через Ф (и, N, t) правую часть неравенства (6) и решая

неравенство

Ф(и,N,t) <8, (l1)

находим для каждого фиксированного t такие значения и и N , при которых

приближенное значение fN (t) отличается от точного f (t) не больше наперед

заданного числа 8.

Пр и М е р. В работе [3] найдено в трансформантах Лапласа - Кар

еона решение нестационарной задачи термоупругости для бесконечной

пластинки с прямолинейной трещиной длины 2[, на берегах которой в на

чальный момент времени задана температура То. когда между пластинкой и

окружающей средой происходит теплообмен по закону Ньютона. Коэффи

циент интенсивности напряжений, записанный в трансформантах Лапласа 
Карсона, имеет вид

k1(р) = dQor i: ~~::~ 11 (f[s) + 10 (f[s) ]Ko(ls).
, (12)

Здесь К/ (х) и 1/ (х) - функции Бессе

ля мнимого аргумента, а остальные обо

значения такие, как в работе [3].
Используя теоремы предельных со

отношений преобразования Лапласа [1],
находим характер поведения функции

k1 (т] по значению k1 (р) при т -+ О И при
'r _ 00, откудаопределяем параметры А,

47



__1_ ехр (cr't/4) N
2 У2л У п [1 - ехр (- a't))lj.

На рисунке с точностью до 8 = 0,01 построен график зависимости

т 1.* + 2""k) (Т) = - 21-1ВtТоЬ у 1 k1(Т) как функции безразмерного времени. = ct;12b2
,

когда пластинка теплоизолирована с боковых поверхностей (х = О) и

температура То задана на всей длине трещины (t = 1). Как видно из ри

сунка, коэффициент интенсивности напряжений достаточно быстро уве

личивается в начальные моменты времени О < т <: 1, а затем очень мед

ленно приближается к значению, соответствующему стационарному слу

чаю (этот случай отмечен на рисунке штриховой линией).

.8, С, D, у, 5, и, v, ". По этим параметрам. используя результаты теорем J и

2, устанавливаем неравенство (1J), которое в случае разложения оригинала

'по присоединенным полиномам Лежаядра примет вид

3

2 <8.
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М. Г. КРИSЦУН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

И ТЕРМОУПРУГОСТИ для ПЛОСКОСТИ

С ПЕРИОДИЧЕСКОй СИСТЕМОй КРНВОЛИНЕЯНЫХ РАЗРЕЗОВ

Рассмотрим упругую изотропную плоскость с периодической системой

трещин, расположенных вдоль неограниченного числа гладких дуг Lk,

комплексные координаты точек которых выражаются через точки .(0) дуги
Lo соотношением

rr;(k) =kd + '1.(0), (1)

где d - действительная постоянная (период задачи) . Определим напряжен

ное состояние такой плоскости, когда она при стационарной температуре

Т (х, у) нагружена внешними усилиями. Предполагаем, что берега трещив

в процессе деформации не контактируют.

Задача теплопроводности. Пусть на контуре L = U Lk задано одно
k=-CQ

ИЗ условий [3]
Т± (Т) = t± (Т),

Л ( ~ )± = 1=q± (т),

(
дТ \ ± +

л дn) - h (Т) (Т - Т) = qa (Т).

(2)

(3)
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