
На рис . 2 приведена зависимость от параметра а величины k1 =

k1
, подсчитанной по формуле (16). Из графика видно, что с увели-

с JI я!

чением области контакта коэффициент интенсивности напряжений умень

шается.
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Рассмотрим отнесенную к декартовой прямоугольной системе коорди

нат хОу бесконечную пологую цилиндрическую оболочку с системой N
поперечных прямолинейных в плане трещин (разрезов) длиной 2lk (k = 1,
2, ..., N), расположенныхвдоль координатных линий Х = const. Предполо

жим, что берега трещин загружены самоуравновешивающими усилиями

и моментами и в процессе деформации не контактируют. На каждой трещине

введем локальную систему координат XkOk1Jk' начало которой поместим в

иентре трещины, а ось O~k направим по линии трещины. Центры трещин

в базисной системе координат хОу имеют координаты (xg, yg), а оси O~k
n 3л

образуют с осью Ох углы ~k = 2' Т'
Используя предложенный в работе [4] метод решения задач теории тон

ких оболочек с трещинами, для пологой цилиндрической оболочки [1] с

поперечной трещиной I xk I <: lk' Yk = О получаем систему дифференциаль
ных уравнений относительно функции напряжений CPk и функции проги

бов Wk:

Здесь

*V2V2<Pk - +V~U!k = - F? (xk, Yk)'

D1V2V2
U!k +-k- V~<Pk = - DIF~ (X k, Yk)'

(1)

p~ = vMI - V1V28?2; ~ = (V~ + vV~) X~) +2(1- v) V1V 2X?2;

V2 = vi + V~; V1 = д~k ; V2 = д~k ;

2Eh3

Do = 2Eh; D1 = 3 (1- V~) Е и v - модуль упругости и коэффициент

Пуассона; R и 2h-- радиус срединной поверхности и толщина оболочки:
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8~r, X~r ~ компоненты тензора дисторсии, характеризующие разрывы пере
мещений и углов поворота на линии трещины:

8?l (Xk, Yk) = 8Jk (Xk) б (Yk)' 8?z(Xk' Yk) = ЕЗk(Хk) б (Yk)'
xk

Х?I (Xk, Yk) = Xlk (Xk) б (Yk) + .\ ХЗk (Х) dхб' (Yk)'
Ik

X?z (Xk, Yk) = ХЗk (Xk) б (Yk) при IХ,. I< [k;

е?1 (Xk' y,J = 8?z (Xk' Yk) = X?I (Xk, Yk) = Х?2 (Xk, Yk) = о при

где

81" = vt - v"k, ЕЗk = ut - и/;, Хl,. = - (8~ - 82/;),

ХЗk = - (8t - 8lk), 81" = V1Wk, 8Zk = V2Wk'

б' (У) = :у б (у), б (у) - функция Дирака.

Систему уравнений О) приведем к разрешающему уравнению для опре

деления функции прогибов Wk:

(V2V2V2V2+ y4V~) Ш,. = Ry4V~F? - V2V2Fg (3)

и соотношению для определения функции напряжении qJk:

V~qJk = - D1R (V2V2W k + Fg). (4)
4 Do

где у = D)R2

Подставляя выражения (2) в уравнение (3) и соотношение (4), получаем

разрешающие функции Ш,. и qJk:

I k

g~ (Xk' У/г) = :~ s {Elk (~) Фi (Х/г - S. yt> + 8Зk (s)Фi+2 (Х,. -~, Yk) +
-Ik

+ Rc [XIk (~) Fi (Х,. -~. Yk) + ХЗk (S) Fi+Z (Х,. -~, Yk)]} dG (i = 1, 2). (5)

Fз = 2(l-V)Юв - ~ "Y2P1~;
х"

где

Фl = - Ю1 - юз; Ф2 = Ю2 - Ю4 ; ФЗ = - Ю5 ; Ф4 = - Ю6;

Р1 = (l + ") Ю2 + (1 - ") Ю4 ; Р2 = (l + ") Ю1 - (l - ") юз;

~

Р4 = -2(1-v)ю5 - SV2F2dS;
Xk

Ю1 (г) = А1 ker ~г + А2 kei Вг; Ю2 (г) = А2 ker ВГ - А1 kei Вг;

<Uз (г) = '1/71 (г) ~ ; Ы4 (г) = '1'2 (г) ...f!.!!..- ; Ю5 (г) = '1'1 (г) ..2... ;r r r

Ы6 (г) = '1'2 (г) _t_; '1'1 = ,;_ (а2 ker' ВГ - а1 kei' Вг);
r r 2

'iJ2 = ~ (а1 ker' ~г + а2 kei' Вг); ~ = В1 + В2 ; а2 = В2 - Bj;

А1 (У/г) = sin ту,. sh mYk; А2 (Yk) = cos ту,. ch mYk;

В1 (Yk) = siп ту,. ch mYk; В2 (Yk) = cos ту,. sh mYk;

г2 = .2+ Y~; 'с = Х,. - ; ; g~ = Wk; g~ = qJk;

I D Rc= h ; т =~.ai = ~; а2 = о; у 3 (1 _ '\12) V 2 '

В = J; ker' Х = :Х ker х; ке!' Х = :х kei х;

кег х, kei Х - функции Томсона.

40



Используя полученные соотношения для разрешающих функций и со
ответствуюшие формулы для определения усилий и моментов [4), получаем

выражения для затухающих на бесконечности усилий и моментов в произ

вольной точке оболочки, обусловленных полем (2). В частности, на линии

n-Й трещины они имеют вид

lk

G~k = :~ .\ [Ч'lk (s) к: (s, хп) + Ч'2k (s) и; (s, хп) +
-lk

+ Ч'Зk (s) P~k (~, хп) + Ч'4k (s) R~k (s, хп)] ds, Iх; 1<, [IЖ (6)-
(n = 1, 2, ..., N; i = 1, 2, 3, 4).

Здесь

G~k = Nnk; G~k = Snk; G;,k = Mnk; G:m = I Q~kdxn + Сnk;
d d . d

Ч'lk = --Щ- 81k Ш; Ч'2k =~ 831< (s); Ч'Зk = Rc--щ- Xlk (S);

Ч"4k = Rc :~ ХЗk (s); K~k = 'Рз - 14; и; = 12 - 'Р4;

P~k = (l + ") 'Р2 - (l - ") Iз; R~k = 2'Р1 + (3 - '") СР5 + (l - ") 11;

K~ = - L~; L~ = - 'Рз - 14; p~ = 2'Р1 + (1 + ") 'Ps - (l - ") 11;
\;

R~k = - (l + ") 'Р2 - (1 - v)fз - 2 I д2(О 1 (р) ds, K~ = P~,
хп

L~k = - p~; р1nk = (3 - 2" - ,,2) 'Рз + (l - ,,)214 +
S

+ 4~2 I [(оз (р) - (J)l (р)] dS; R~ = (5 - 2" + ,,2
) 'Р4 - (1- V)2h, +

хп

s
+8~2 II ('Р1 + ерб) dsds; к: = - '\'1R~; L~k = '\'1Ifпk;

х
п

P~k = -I'IR~k; R:!k = '\'1 [ - (3 - 2" - ,,2) ерз + (1 - ,,)214-

- 4~'n(1+ 2v) ю, (р) + (1- 2v) ю, (р) ]d1; - 8/1'S1sд'm, (р) d1;d1;d1;J.
Функции 'Рl И 11 имеют вид

О t t
ер1 (р) = 'Фз (р) р; 'Р2 (р) = 'Рз (р) р; !J>з (р) = 'Ф4 (р) р;

<Р4 (р) = т [а2 (8) ker ~p - а1 (8) kei ~p]; 'РБ (р) = т [а1 (8) ker ~p +
+ аз (8) kei ~p]; li (р) = ,'r-n [аз (8) Ф, (р) - а1 (8) Ф2 (рН;

В" 2
1 1

12 (р) = в y"Z [а1 (8) Ф1 (р) + а2 (8) Ф2 (р)]; fз (р) = в v 2 [аз (8) ФЗ (р)-

- а1 (8) Ф4 (р)]; f4 (р) = ~ [а1 (8) о, (р) + а2 (8) Ф4 (р)];
В 2

'Фз = ~ [Аl (8) ker' ~p + А2 (8) kei' ~p]; 'iJ4 = ~ [А 2 (8) ker' ~p-

- А1 (8) kei' ~p]; Ф1 = д~ ker ~p; Ф2 = д~ kei ~p;

д д
ФЗ = д1д2 ker ~p; Ф4 = д1д2 kei ~p; д, = дil; д2 = де;



(7)i = 1, 2. 3, 4),(п = 1, 2• ... , N;

р2 = t2+ 82; t = fJ~ ~; fJ = (Y~ - Y~) '1'1 + x~ COS (Рп -- ~Il);

8 = (xg - x~) '1'1; '1'1 = sin Pk; А1 = А2 = Do; Аз = А4 = DoRc.
в силу линейности рассматриваемой задачи суммарные усилия и мо

менты на линии п-й трещины ОпХп. вызванные всеми разрывами переме

щений и углов поворота на N разрезах Ixk I -< lk' Yk = О (k = 1.2•...• N).
получим путем суперпозиции усилий и моментов для изолированных раз

резов:

1 2 r-4 (' .
где ОП = N1, ОП = 5, U N = J Q1dxn + сп - соответственно нормальное. каса-

тельное и обобщенное перерезывающее усилия; ~ = М] - изгибающий
момент.

Приравнивая полученные выражения (7) для усилий и моментов к за

данным усилиям и моментам на берегах разрезов. получаем систему 4N
сингулярных интегральных уравнений для определения неизвестных функ

ций 'I"tk:

(9)

(8)

N l k

~ S ['1'lk (~) K~k Н;, хп) +'1'2k (;) L~k (;, хп) +
k=1-lk

( Р! t 4л; т! ( .+ 'I"Зk;) nk (~, хп) + 'I"4k Щ Rnk (;, хп) ] d; =;r;- n хп) '

Ixnl-<ln (п 1,2, ...,N; i=l,2,3,4),

где T~ - заданные на берегах разрезов усилия и моменты. Ядра системы,

уравнений (8) регулярны, за исключением случая n = k, когда ядра «:
L~. P:v. и R~k имеют сингулярности типа Коши.

В случае системы N коллинеарных поперечных трещин (х2 = x~)

ядра L~k = R~k = P~k = R~k = о и система интегральных уравнений (8)
распадается на две независимые системы интегральных уравнений. соот

ветствующие симметричной и антисимметричной относительно линии рас

положения трещин приложенных к оболочке нагрузок. Так, для оболочки

с двумя трещинами одинаковой длины 2l при симметричной нагрузке систе

ма интегральных уравнений принимает вид

1

~ ~ 'I"k ш к.; (G, х) dG = ft (х), 'х) -< 1 (i = 1, 3).
1<=1'3_1

Здесь

'1'1 = d~ ~ (~);. ':;

d
'1'з = Rc --ar- %1 (~);

2

Кiз=Кзi= ~К?з(Zj); K?l(Z)=(~lzlker'~]zl+ 1)+;
;=!

К?З (z) = (1 + ") Р ~ kei' Р Iz!; ~з (z) = аЗк?l (z)-
г

1;r 4л; 4n
- 4Р2 J kei Р Iz IdG; ti = D N1 (х, О); f2 = DoRc М1 (х, О);

х о

. ZI = Х - ;; Z2 = - (х + G+ 2d); а1 = 1; аз = 3 - 2'\'- '\'2;

N1 (х), М1 (х) - соответственно нормальное усилие и изгибающий момент на

берегах трещин; 2d - расстояние между вентрами трещин; кJl' К?з, кgз 
непрерывные функции для всего множества Действительных значений х, ~.
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Решая систему интегральных уравнений (9) методом [2] в случае, когда
трещины загружены равномерно распределенными усилиями N 1 (х, О) =

= -н: и изгибающими моментами М1 (х, О) = -M~, дЛЯ определения ко
эффициентов интенсивности усилий К! и моментов Кз [3] получаем выраже

ния в окрестности внешних

n-I

Kt = kinai ~ A~ (i = 1, 3)
т=1

(10)

и внутренних

n-I

кi = ki"ai ~ (- l)m+
1А:п (i = 1, 3)

т=]

(11)

вершин трещин . Здесь

°V-k1n = N1 1; kзn = RcN~Vl;
1 п

А:п = - ~ <Pi... cos тElч;
n ...=1

2v-1
El." = 2n Л.<Pi... = <Р! (Х...); <Р! (х) = - Doo V 1- х2 Ч'i (х);

2NI

Функции <p/V находим, решая систему алгебраических уравнений

n n

~ ат...<Р1 ... + ~ ~тvЧ'Зv = 1,
...=1 ,,=1

n n

~ ~тVЧ'IV + ~ ,\,тvЧ'зv = k
...=1 ,,=1

(т = 1, 2, ... , n), (12)

еде

1 о
<\'т... = 2i1 [аз1jJтv + Кзз (Elт , Elv)];

1 ст...
'Фт... = ctg -2-;sin 6т

под действием данной

мО

1
k=--o-'

RcN 1{

Elт - Elv , 1т - v 1- нечетное,
ст ... =

Elт + 8..., 'm- ... 1- четное,

Условие отсутствия контакта берегов трещин

нагрузки получаем в виде

D n-I sinm6...
~~± (Х...) = ~ (A~± V3(l-V2)A~) --->0,

2N1 т=1 т
(13)

где

~± (Х) = +[V+ (Х, + h) - 11 (Х, ± h)].

На основании формул (10) и (11) исследовано изменение коэффициентов

интенсивности в окрестностях внешних и внутренних вершин трещин в

зависимости от расстояния между трещинами, а на основании формулы (13)
произведены подсчеты скачков перемещений верхних и нижних берегов тре

щин при данной нагрузке.

На рис. 1 приведены графики изменения коэффициента интенсивности

усилий к; = OKVl _ В пластине (л = О) при плоском напряженном состоя-
N1 1

нии (кривая 1) и в оболочке при M~ = О для величины л = 0,5 (кривая 2)
1 .

fI Л = 1 (кривая 3) в зависимости от параметра Р = ([' где л = ~l. Сплош-

ные линии соответствуют коэффициенту интенсивности для в~утренних
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вершин трещин, штриховые - для внешних. Как видно из графиков, вза

имодействие полей напряжений трещин начинается при значении параметра

р = 0,4. По мере сближения трещин коэффициенты интенсивности для внут

ренних вершин трещин возрастают быстрее, стремясь к бесконечности, в то

время как у внешних вершин они стремятся к величинам, соответствующим

одной трещине с двойной длиной. При этом, чем больше величина 'Л' тем

больше значения коэффициентов интенсивности. -
На рис. 2 приведены графики изменения коэффициента интенсивности

моментов к; = K~ v7 в оболочке при м? = о для величины 'л = 0,5 (кри-
RcN I l

вая 1) и 'л = 1 (кривая 2) в зависимости от параметра р. Как и на рис. 1.

qJ
2,15

7,00

1,75

1,50

1,l5

{Ц lИ 0,5

Рис. 1

0,8

4/ I

о 0,4 0,5

Рис. 2

0,8 .р

сплошными и штриховыми линиями обозначено изменение коэффициентов

интенсивности у внутренних и внешних вершин трещин соответственно.

Сравнивая кривые 1 и 2, устанавливаем, что взаимодействие трещин начи

нается уже при значении параметра р = 0,3. Кроме того, величины к; у
внутренних вершин при дальнейшем сближении трещин сначала умень

шаются, затем начинают возрастать, стремясь к бесконечности. При этом

для величины 'л = 1 коэффициент интенсивности уменьшается на большую

величину, а затем возрастает стремительнее, чем для 'л = 0,5.
Отметим, что по формуле (13) произведены подсчеты величины d± (х)

в двух случаях, когда одновременно с растягивающими усилиями N~ к

берегам трещин были приложены изгибающие моменты M~ = О и M~ =
= RcN~. В обоих случаях контакт берегов трещин не наступил. Однако при

м? = RcN~ расстояние между нижними . берегами трещин, сближающимися

при данной нагрузке, меньше, чем при M~ . О. При сближении трещин до

значения параметра р = 0,7 функция d ± (Х) остается симметричной от
носительно середины трещины. В дальнейшем под действием полей на

пряжений сближающихся трещин происходит раскрытие их у внутренних

вершин, что в конечном итоге приводит к разрыву перемычки между тре

щинами.
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ чиспвнного ОБРАЩЕНИЯ

ПРЕОБРАЭОВАНИЯ ЛАПЛАСА К НЕСТАЦИОНАРНЫМ ЗАДАЧАМ

ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛ С ТРЕЩИНАМИ

Многие задачи нестационарной термоупругости, в том числе для тел

с трещинами, легко разрешимы в трансформантах Лапласа. Проблема

приближенного обращения преобразования Лапласа, и в особенности чис

ленного его обращения, возникла из потребности довести решение до числа

в там случае, когда существующие таблицы функций и их изображений не

дают возможности по изображению найти оригинал или требуют очень боль

ших вычислений.

Задачу численного обращения преобразования Лапласа можно решить

методами [2], основанными на разложении оригинала в ряды по ортогональ

ным многочленам. Тогда искомая функция f и) представляется рядом
со

f (t) = h и) '~ апРn (e-at) ,
n=О

rде Рn (e- at ) - ортонормированные многочлены
которые записываются в виде разложения

I!

Рn (e-at) = L a,,'!e-jat ,
j=O J

(1)

на промежутке [О, 1),

(2)

n

a~ = L а'!аР (ап; (3)
1=0 J

F (р) - изображение Лапласа функции f (t); h (t) - весовая функция орто

гональных многочленов; а > О - свободный параметр.

Таким образом, задача численного обращения преобразования Лапласа

сведена к вычислению коэффициентов a~ по формуле (3). При этом мы встре

чаемся с проблемой умножения очень больших чисел а'} на очень малые

aF (ап . Как известно [5], в таких операциях теряется точность вычисления.

Для устранения этого недостатка выведем асимптотическую формулу для

аn, устанавливаемую следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть f (t), t Е [О, 00] - непрерывно дифференцируемая

функция, l.обладающая свойствами

f (t) '"-' I с + Dt'Ve-
utV

, t -+ О, (4)
1А + B('e-ut

, t -+ 00,

где А, С, 1', б, 'V - произвольные числа; D, В =1= О ; и, v >- О. Тогда при до

статочно больших п имеет место асимптотическая формула для аn при раз

ложении оригинала по смещенным многочленам Якоби

Рn (e-ot) = )_ p~cЦ;) (гоt) , r n = Г (n + aI+/l Г (nt ~ + 1) ,
,~ nm m-n

2 \ n+1 ·. ( l ' i1++
an~ , (-1) Аsшл~Г -~--)m +

у лnгn 2 .
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