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Предлагается следующий подход к понятию тензорного умножения.

Через Х, У, Z, Z], Z2' .. , обозначаем линейные пространства над полем ком

плексных чисел С, через Ь, b1, Ь2 , ••• - билинейвые отображения, заданные

на Х Х У и принимающие значения соответственно в Z, Zl' Zz, ... Рассмот

рим равенство вида
n р __

~ Ь(ха, Уа) = ~ Ь(хrз, Уrз), Ха, ХrзЕХ, Уа, YI3EY. (1)
а=1 (3=1

Условимся называть билинейное отображение Ь\ старшим билинейного

отображения bz, если из того, что соотношение (l) выполняется для некого-
- -

рых Ха, Хrз, Уа, УfЗ при Ь = Ь\ вытекает, что оно выполняется для этих же- -
Ха. ХfЗ , Уа, YI3 при Ь = b~. Билинейное отображение назовем тензорным

отображением, если оно старше любого билинейного отображения. Таким об

разом, если {Х, У} --+ Х 0 У - тензорное отображение, то из равенства

n р

~ Ха @ Уа = ~ Хrз @ Уrз, Ха, ХrзЕХ, Уа, УrзЕ у (2)
= 1 р= '

вытекает, что (l) выполняется для любого билинейного отображения Ь.

Легко видеть, что для того чтобы билинейвое отображение {Х, У} --+
-+ х ® У было тензорным, достаточно (и необходимо), чтобы для любого

билинейного функционала Ь: Х Х У --+ С из (2) вытекало (l). Из этого опре

деления очевидным способом вытекает следующее утверждение, которое

обычно полагается в основу понятия тензорного умножения [1, 2].
Пусть на Х Х У задано тензорное отображение @ и пусть Ь: Х Х У -+

-+ z- некоторое билинейвое отображение. Положим

IC~J xa @ Ya.) ~f- ~ Ь(ха, Уа), ХаЕХ, УаЕУ. (3)

Формула (3) определяет однозначное отображение 1: Х 0 у --+ Z, где Х 0
o У обозна ч ает линейную оболочку в Z множества {Х @ У, Х Е Х, У Е У}.
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Отображение 1 линейно, удовлетворяет равенству

\/ х Е Х.\/У Е У Ь (х. У) = 1(х 0 У) (4)

и является единственным линейным отображением, удовлетворяющим (4).
для произвольных линейных пространств Х и У тензорное отображе

ние. заданное на Х Х У. существует и единственное с точностью до изо

морфизма.

для того чтобы билинейное отображение (Х. у) -+ Х 0 У было тензор

ным, необходимо и достаточно. чтобы выполнялось какое-либо из следую

щих 'Условий:

А. Если выполняется (2) и элементы х1 , ••.• х.; линейно независимы в

Х. то элементы Уl' ••. , Уn являются линейными комбинациями элементов

У] • ...• y~.

А'. Если L:~=JXa 0 Уа = О и Ха линейно' независимы, то Уа = О, а =
= 1, .....- п ,

Б . Если d], ... , dn линейно независимы в Х. а е], ... , ер линейно незави

симы в У, то

d1 0 е1 • • • • • d1 0 ер, .•., dn 0 e1•

.... dn 0 ер линейно независимы в Х 0 У.

для доказательства необходимости условия А строим линейные функ-

ционалы х;, , X~ на Х, образующие вместе с (линейно независимыми) эле-

ментами Х\, , Хn биортогональную систему, и полагаем bk (Х, У) ~ x~ (Х) У.

Тогда bk есть билинейвое отображение Х х У -+ У. Поэтому если вы-

полняется (2), то выполняется (1) при Ь = bk, откуда Yk = L:g=lbk (~B) Ув.
Необходимость условия Б легко следует из необходимости условия А',

а необходимость А' есть очевидное следствие необходимости А.

докажем достаточность условия Б. Пусть ~ Ха ~ Уа = О . Представ-
а

ляем Ха и Уа в виде Ха = 1J. Л,аkdk• Уа = ~ )..ta/e/. где Лаk, )..ta/ Е С, а dk и
k /

е/ образуют системы, линейно независимые соответственно в Х и У.

Тогда

о = ~ Ха 0 Уа = ~~ (~ Лаk)..tаl) dk 0 е.;
а k / а

а так как в силу Б dk 0 е/ образуют систему. линейно независимую в Х 0 У,

To\/k , V1 ~ Лаk)..tаl = О. Следовательно. если Ь - произвольное били
а

ней ное отображение Ь: Х Х У -+ Z. то

~ Ь (Ха, Уа) = ~ .~ (k Лakl-tа/) Ь (dk, е,) = О,
а k / .а ,

что И требовалось доказать.

•. Полезность предыдущего признака проиллюстрируем следующим при

мером. Пусть пространства Х, У. Z реализованы как линейные пространства

комплекснозначных функций, заданных соответственно на множествах S,
т и S х Т. для произвольных Х Е Х, У Е У положим

(x0y)(s,t) (Н x(s)y(f), sES, tET. (5)

Отображение (Х, У) -+ х Q9 У тензорно. действительно, пусть d1, ...• dп

линейно независимы в Х . Существуют такие s[• . .. . Sn Е S. что ранг матрицы

{da (sk)} равен п. далее, для линейно независимых в У функций е), .. . , ер

находим такие t l, .. ., 'р Е Т, что ранг матрицы {ев (tl)} равен р. Теперь,

если для некоторых Лав Е с имеет место равенство ~ Лаf\dа 0 е/,> = О, то
а.в

в силу (5) ~ Лаtldа (Sk) ев ид = О, откуда следует, что все А.ав равны нулю.
а.В
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Перейдем теперь к теореме, составляющей содержание заглавия насто

ящей статьи.

Пусть Х, Х1 , У, У1 - линейные пространства, А: Х __ Х1 , В: У __
-+ У) - линейные операторы. Так как {х, у} __ (Ах ® Ву) является били

нейным отображением из Х 18) У в Х1 ® У1 , то согласно сказанному выше

существует единственное такое линейное отображение А ® В : Х 18) У -
-+ Х) ® У), что

УхЕХ, УУЕУ, (Ах) ® (Ву) = (.4 ®B)(XI8) у).

Теорема заключается в том, что преобразование {А, В} __ А ® В,

рассматриваемое как отображение из L (Х, Х1 ) 18)L (У, У) в L (Х ® У:

Х1 18) У), где L (и, V) обозначает линейное пространство линейных ото

бражений из U в V, является тензорным.

Для доказательства предположим, что ~~lAa 18) Ва = О и .41, ... , .4(1
линейно независимы. В силу условия А' достаточно сказать, что В) =
= ... = ВN = О. Рассуждая от противного, предположим, что для некоторо-

го Уо Е У не все векторы ВаУо равны нулю. Пусть ВаУо = ~k=lЛаkеk, где
е), ..., е! линейно независимы. Для любого х Е Х имеем

О = ~ <АаХ) ® (ВаУо) = ~ (~ЛaJ.АаХ) ®ek ,'
а k а

откуда в силу тензорностиотображения (х, у) -- х ® у следует, что ~л.ak Х
а

Х Аа = О при k = 1, ... , s, что противоречит линейной независимости опера

торов А а.
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Рассмотрим бесконечную упругую плоскость с прямолинейной трещи

ной (математическим разрезом) L длины 2/, расположенной на оси Ох симмет

рично относительно начала координат. Пусть в плоскости без трещины

известны стационарное температурное поле и внешние нагрузки. Предпо

ложим, кроме того. что на трещине заданы направленные по нормали к

ней тепловые потоки, температура или условия теплопроницаемости. Тогда

температурное поле определяется источниками и диполями тепла, распо

ложенными на отрезке L с определенной плотностью П J.
.Пусть указанные выше силовые и температурные факторы вызывают в

сплошной плоскости напряжения аЕ! (х, у) и, i = х, у). Определим напря

женное состояние в окрестности трещины в предположении, что в процессе

деформации ее берега приходят частично в гладкий контакт. Это напряжен

ное состояние будет определено, если известна функция [1]

оо(х) = 001(х) - i<t>z (х) = D{ :х [v+ -v- - i(u+ - и-н}. (1)
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