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СТАБИЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯ

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

(1)~ о: Ь d~ (t, 0))..:::.J ak и) хи (t, х, со) + (!) и (t, Х, го) dt
O<l kl'!;2b

Рассмотрим задачу Коши

дu (t, х, (0)
дt

и (t, Х, е) It=o = ер (х, со). (2)

Предположим, что коэффициенты уравнения (1) непрерывны при t :>- о

и удовлетворяют условию равномерной параболичности в смысле И . Г. Пет

ровского в каждом слое {О <: t <: Т, х Е Еn} ; ~ (t, ш) - винеровский про

цесс, определенный на вероятностном пространстве (Q, Р, Р) при t :>- О,

а Е, - монотонно возрастающее семейство а-алгебр множеств из Р, согла

сованное с ~ (t, ш); ер (х, ю) - случайная функция, определенная на Еn Х

>< Q, измеримая относительно Р, почти непрерывная и ограниченная.

Согласно определению стохастического дифференциала задачу (1),
(2) следует понимать как решение стохастического интегрального урав

нения

t

и (t, х, ю) = ер (х, со) + s ~ ak (т) D~u (т, х, ш) d't +
О 0<lkl ..2b

t

+ Sь (т) и (т, Х, ш) d~ (о, Ф).
о

Как показано в работе [1], решение задачи (1), (2) существует и един

ственно в классе случайных функций, определенных в слое п[о,т] = 10, Т] Х

х Е; х Q, измеримых при почти всех ю по t, х относительно и-алгебры

борелевских множеств в [О, Т] х Еn, а по (u при почти всех t и х относитель

но Ре и интегрируемых с квадратом по t, х, (u в слое П[о.т]. В доказательстве

существенным являлось условие

т

~ Ь2 ('t) do < 00.

о
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Предположим , что условия теорем существования . и единственности

выполняются в каждом конечном слое П[О,ТJ и фундаментальное решение

G (t, х), построенное для уравнения (1) при Ь (t) == О, удовлетворяет при всех

t > О неравенствам

ID;'G (t, х) I-< CтCl (tгn-/тl ехр {- с [ ~~}) ] 2:~1} , (3)

где Ст, С - положительные постоянные; о: (t) - 00 при t _ 00.

Если выполняется (3) и

sЬ2 ('t) d't < 00, (4)
о

то решение задачи (1), (2) устойчиво в среднем квадратичном Ш . НО даже в

детерминированном случае устойчивость решения уравнения с частными

ПРОИЗ80ДНЫМИ в неограниченных областях еще не гарантирует его стабили

зации [3].
Определение 1. Случайная функция f и, Х, (О), определенная в полу

пространстве [О , 00) Х Еn х Q, стабилизируется в среднем квадратичном

к функцииф (х, (О) при t _ 00, если

Е If (t, Х, (О) - '\jJ (х, (О) 17...00 - о

равномерно в каждой конечной области пространства Еn • Здесь и далее Е

обозначает операцию математического ожидания.

Обозначим через Re множество точек пространства Еn , удовлетворяю

щих неравенствам 81X1 :;;;;.. О, 8~X2:;;;;" О , ... , ВnХn :;;;;" О, е = (er, В2, •• • , 8n ) 

фиксированный вектор , составляющие которого равны +1 или - 1, а через

Reu - параллелепипед (B1X1 -< llr, ... , 8nХn -< аn) , а = (a1, ~, • • • , a.z), at >
п

> О (i = 1, 2, . .., n), А = П а/.
1=1

Определение 2. Случайная функция ер (х, (0) имеет угловые среднеквад

ратичные предельные средние, если существует такая постоянная 1, что

EI+ Sер(х, (O)dX_ 1 1

2

_О, (5)
Rea

когда a1, ••• , аn независимо друг от друга стремятся к бесконечности. При
этом предел 1одинаков во всех R/.

Теорема 1. Если начальная функция ер (х, (О) имеет угловые средне

квадратичные предельные средние 1 и при всех t > О выполняются неравен

ства (3), (4), то решение задачи (1), (2) стабилизируется в среднем квадра

тичном к пределу

lехр{-+JЬ2 (т) d't + j Ь (т) ds ('1: , (О)}.
д о к а з а т е л ь с т в о. Решение задачи (1), (2) имеет вид Ш

u (t, Х, (О) = SG(t, Х - у) ер (у, (О) dy х
Еn

Х ехр {-+iЬ2 (Т) d. + jЬ (т) ds (т, (О)}. (6)

Из выражений (4), (6) и свойств интеграла по винеровскому процессу и

измеримости начальной функции относительно а-алгебры РО следует соот

ношение
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=E[J
n
о«. X~Y)CP(Y, (i)dy-[T expIIb2(T)dT} +

+ 2lE [~n G (t, х - у) rp (у, (i) dy -[] ехр {J Ь2 (Т) dT} +

+ ее [ехр 1-+tЬ' (Т) dT +tЬ (Т) d5(T• ..,)1-
-ехр {-+Jb2(T)dT +Jb(T)~(T, (i)}T (7)

Заметим, что условий (3), (5) достаточно для стабилизации в среднем квад

ратичном к пределу l решения задачи (1), (2) при Ь (t) = О [2]. в силу этого

и условия (4) первое и второе слагаемые в (7) стремятся к нулю при t ~ 00.

Преобразовывая последнее слагаемое, получаем

liт Е [и« х, (i) -l ехр 1'-+rЬ2 (1:) d1: +5ь (Т) d~ (Т, (i)}]2
t-+co О О

= [2 !~~Е [ ехр {- j Ь2 (Т) dT + 2iь (Т) d~ (Т, (i)} - 2 ехр {- jЬ2 (Т) dT +

+ 2 SЬ (Т) ~ (Т, (i) - +т Ь2 (Т) d-r + 5ь (Т) d~ (Т, (i)}+
о l'

+ ехр {- j Ь2 (Т) dT + 2Jь (Т) d~ (Т, (i)}] = [2}~~ [ ехр {j Ь2 (Т) dT}-

- 2 ехр и Ь2 (Т) dT} + ехр {J Ь2 (Т) d1:}] = о.

Теорема доказана.

Из этой теоремы при [ = о получаем следствие.

Следствие 1. Если решение невозмущенного уравнения (1), т. е. при

Ь (t) == о, стабилизируется в среднем квадратичном к нулю, то и решение

возмущенного уравнения стабилизируется в среднем квадратичном к нулю,

если имеет место условие (4).
Примером начальной функции, удовлетворяющей теореме 1, может

служить функция одной переменной, имеющая конечный средний квад

ратический предел при Х ~ 00. Но класс функций, удовлетворяющих оп

ределению 2, значительно шире и охватывает все правильно колеблющиеся

функции.

Следствие 2. Если выполняются условия теоремы 1, то решение задачи

Коши (1), (2) стабилизируется по вероятности к тому же пределу.

Обозначим через v (t, Х, (i) решение задачи (1), (2) при Ь (t) = О, а за

решением возмущенной задачи Коши сохраним прежнее обозначение

и (t, х, он.

Теорема 2. Если Е I v и, х, (i) - 'Ф (х, (i) 12 ~ О при t ~ 00, где

'Ф (х, (i) - случайная функция, определенная на Е; Х Q, суммируемая с

квадратом по ш, измеримая относительно а-алгебры при почти всех хЕЕn,

а Ь (t) удовлетворяет условию (4), то

Е Iи (t, х, (i) - 'Ф (х, (i) I~-+co ~ о

тогда и только тогда, когда тождество 'Ф (х, (i) == о почти неверное.
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д о к а 3 а т е л ь с т в о. В силу (6), (4) имеем

Е Iи (t, Х, ю) - 'Ф (Х, со) 12 = Е [1n G (t, Х - у) ер (у, ео) dy - 'Ф (х, <й)]2 Х

xeXP{!b2(T) dT} + 2E [ J
n

G(t, х-у)ер(у, (j)dy-'IjJ(х, ю)],~(х, со) Х

Х [exP{j b2 (T) dT} -1] +Е'Ф2 (х, ш) [exP{j b2 (T) dT} -1].
Из условий теоремы инеравенства Гельдера следует, что первое и второе

слагаемые стремятся к нулю при t --+ 00. Последнее слагаемое превращается

в нуль только тогда, когда тождество 'Ф (Х, ю) == о почти неверное. Теорема

доказана.
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И. В. Коробчук

О РАЗРЕШИМОСТИ ВНЕШНЕА КРАЕВОА ЗАДАЧИ

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Пусть 5 - достаточно гладкая замкнутая поверхность в n-мерном яро

странстве Р"; D/ - область, ограниченная поверхностью 5 и содержащая

бесконечность; D j = Rn""-D /. Рассмотрим вопрос единственности в D / реше
ния уравнения

1т ю:> о,

ди + ю2и = О,

удовлетворяющего на границе 5 области D 1 условию

дu

--an + си Is = f
и условию излучения Зоммерфельда при r --+ 00

n-1
дu. . (- 2)-- -1(j)U = etliJro r
дг '

(1)

(2)

(3)

где ш = а + i~; о (Р), f (Р) - достаточно гладкие функции на 5, причем

1т о (Р) = О. r?~

Теорема. Если о (Р) Е С [8], то задача (l )-(3) имеет не более одного

решения, когда в областиD/ существуют непрерывные действительные функ-

- дВ/
цИИ В; (х) (j = 1, n) с кусочно-непрерывными производными ах:-' которые-

I
удовлетворяют условию

i: :: - ±B7+~2>0,
/=1 ;=1

n

~ В/ сos (n:Х/) - {J 18 <: о.
/=1
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