
р

р [Ь (Dд] = ", - f.L,. Поэтому р [Sab (А)] = n - ~ f.L {, что и требовалось
'=I

доказать.

Теорема

многочленов

2.
а

Пусть

(л) и

d (л) = л
k + d1л

k
-

1 + ... + dk-lЛ + dk - НОД
Ь (л), О <. f.L/ -< "/. Тогда последние n - k

n

столбцов матрицы Sab (А) линейно независимы. Если т, = ~ CGifT; (i =
;=k+ 1

= 1, 2, , k), где 't i - i-й столбец матрицы Sab (А), то d i = CGk+l-I,k+! (! =
= 1, 2, , k).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем Ь (л) = с (л) d (л) , причем многочлены

С (л) и а (л) взаимно просты. Поэтому Sab (А) = SaC (А) d (А), где Sac (А)
невырожденная матрица, а р [d (А)] = n - k на основании теоремы 1.
Нетрудно убедиться, что первые n - k строк матрицы d (А) имеют вид

(~
dk. • d

k-1
d

k
-

2
d1 1 О О ... )

d k dk-l d2 d1 1 О... .
о dk dз d2 d1 1 .•.

. . ,. ...
Отсюда заключаем, что последниеn- k столбцов матрицы d (А) и, следо

вательно, матрицы Sab (А) являются линейно независимыми. Если бi =
п

= ~ CGi;б; (i = 1,2, ... , k) , где б, - i-й столбец матрицы d (А), то с уче
j=k+!

том выражения 't, = Sac (А) б( получаем, что

n

т, = ~ CGij't"j (i = 1, 2, ... , k)
j=k+l

С теми же коэффициентами CGij. Анализ первой строки матрицы d (А) при

водит к соотношениям CGk+I--l,k+1 = dl (! = 1, 2, ... , k), что и доказывает

теорему.
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Исследованию свойств решений основных задач математической физики

для параболических и эллиптических уравнений с разрывными коэффи

циентами посвящены работы [2-6]. В статье [3] построены фундаменталь

ные решения и изучены краевые задачи для параболических систем при

минимальной гладкости коэффициентов. В настоящей работе устанавлива

ются экстремальные свойства решений краевых задач для параболических

уравнений 6ТОРОГО порядка с разрывами более высокого порядка, чем в ра-
боте [3J. . . . .

18



Рассмотрим в области Q= (О, Т) х Q для параболического урав

нения

n n
ди '\.-. azu '\" а; (t, х) ди ао (t, х)

LU=---аг- .LJаil(t, х) aXiaX/-~ Ix-хОl ax/-lх_хО/2U-f(t,Х) (1)
,/=1 {==1

задачу Дирихле и Неймана с краевыми условиями

и 1/=0 = qJ (х), (2)

и 'Г = 'Ф (t, х), (3)

BUlr=(t bk(t, х) :: -bo(t, X)u)1 =g(t, х), (4j
k=] ч Г

где Г = (О, Т) х S; S - граница ограниченной области Q с Еn, причем

точка хО находится внутри Q; вектор Ь = (Ь1 , ••• , Ьn ) образует с внутренней

нормалью n к поверхности S острый угол.

Предположим, что для коэффициентов уравнения (1) выполняется

условие А: функции а;; (t, х), а; и, х) (i, j = 1, ... , п), ао (t, х) определены

и непрерывны в Q и для всех (t, х) Е Q и действительных ~ = (Sl' ... , ~n)'

1 ~ I = 1 имеет место неравенство

ппп

е-I ~ аи и. х) < ~ aij (t, х) bl j < п-I ~ аu и, х)
(==1 /j==1 <==1

(е - постоянная эллиптичности, которая не меньше п).

Определим класс рассматриваемых решений. Через QO обозначим ци

линдр Q, за исключением множества точек

Q(t.x.) = {(t, х) Е Q, 0< t < Т, х = х"}.

В ~ рассмотрим дважды непрерывно дифференцируемые по х и один раз

по t решения, которые при х -+ хо допускаютрост и (t, х) = О (1 х - х" гtl) ,
~> О. Обозначим это так: u (t, х) Е с2, ! ) (~, QO), с(2.1) (QO) - совокупность
решений и (t, х), имеющих непрерывную производную второго порядка по х

и непрерывную производную по t в Q"-. Q(I.XO ) ' дЛЯ решений краевых задач

справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Если выполняется условие А, qJ (х) Е С (щ, 'Ф (t, х) Е С (Г)

и в окрестности точки (t, хО) выполняется неравенство ао (t, х) < О, то для

решения задачи Дирихле (1)-(3) из класса C(2,1) (QO) n с (Q), Q = ГТ U
U Q, ГТ = Г U {(t, х), х Е Q, t = О} выполняются неравенства: при

f (t, х) < О
и (t, х) < тах {О, тах qJ (Х), шах 'Ф (t, х), и (t, х")}, (5)

Q iГ

а при f (t, х) >:- О

и (t, х) >:- min {О, min qJ(Х), min 'Ф (t, х), и (t, х")}. (5'i
Q г

При этом равенство достигается только на параболической границе области

Гт или на Q<t.x·).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что f (t, х) < О, и докажем не-

равенство (5). Возможны три случая: или u (t, х) неположительна в Q, или

наибольшее в Q положительное значение и (t, х) принимает на Гт, или это
наибольшее значение принимается в какой-либо точке М1 (t1, х1) Е Q.
В первом случае тах и < О, во втором ~ О < тах и < тах и.

Q Q ГТ
Пусть М1 Е Q(I,X") , тогда рассмотрим третий случай и покажем , что

u(t1, х1) < тах и (t, х) . Обозначим
[TUQ(I,xO)

Qб= {(t, x)EQ, O<t<T, Ix-хОI<б},

Sб - граница Qб, где б - достаточно малое положительное число.
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Если рассматривать решения уравнения (1) в области Q'\.. Q6, то в силу

теоремы 2.1 работы [2) u (t, х) «. тах u (t, х).
r T U5 6

Докажем неравенство тах и «. тах и. Предположим, что тах и =
56 ГТ Q

= тах и = и (t1, хl) , тогда, применяя обычный принцип максимума к об
56

ласти с-;Q6" 0< 01 < б, получаем и (t , х) < птах и (t, х). Отсюда находим
r TU5" ,

тах u (t, х) < тах и (t, х). Покажем теперь, что значение функции и (t, х)
5", ГТ

,в области Q6'\.. Q(t.x O ) не превосходит значения u (t, х) на Гт U Q(t ,хо).

Пусть М" = тах и (t, х). Рассмотрим функцию и (х) = ln/ x-xo г',
s"

Применим к и (х) оператор L и получим

01-2 {[ ~ ;, (Х! - X~) (х{ - x~) ]
Lv=lx-x """au(t, х)-2 ~ ai{(t, х) /X-хОJ2 +

'=1 {J=J

[
~ (х! - x~) -I]}+ '=: а, (t, х) IХ _ ХО I - ао (t, х) ln Iх - ХО I .

в силу условия А первое слагаемое не меньше (n - 2) «:' Ix - хО г' Х
n

Х ~ ан (t, х) . Выбирая б достаточно малым, получаем Lu > О в области
'=I

Q'''Л<t.хо) . Полагая в Q'\..Q(t.XO)

W (t, х) = и (t, х) -М6- d ln 1x-хО Г1
,

где d > О - некоторое число, получаем WIS6 < О И

LW = t (t, х) + ао (t, х) М" - dLv (х) < О,

так как t (t, х) «. о, ао (t, х) < О.

Если в некогорой точке ([, х) Е Q"'\..Q(t.X") было бы u (t3, ХЗ) > м6,
то при достаточно малом d = d (t3

, ХЗ) W (t, х) > О, а в то же время при

достаточно малом Iх2
- ХО I < 150 < б W (t, х*) < О. Применяя обычный

принцип максимума в области Q6 '\..Q6
0

, получаем W (t, х) < О, что противо

речит неравенству W (т. х) > О. Значит, имеет место неравенство (5).
Неравенство (5') доказывается аналогично. Только при рассмотрении

решения и (t, х) в точке наименьшего неположительного значения в качестве

вспомогательной функции W (t, х) берем

Wl (t , x)=u(t, х)+m6+dlпIХ-хОГl,

еде ть = -min и, и доказываем, что LWl > О при (t, х) Е Q"'\..Q<t.X O ) . За
S6

тем, повторяя приведенные выше рассуждения, приходим к оценке (5') .
Теорема доказана.

Теорема 1'. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и в окрестности

(!, хО) выполняется неравенство

n n

- ~ ~ а{ (t, х) (х! -~) Iх - ХО г' < ~ (1- ф + 2) n-
l
) ~ аu (t, х)-

1=1 '=1

- ао (t, х), (6)

тогда для решения задачи Дирихле (1)-(3) из класса с(2.1) (~, QO) n с (QO),
QO = г, U er и для всех (t, х) Е Q выполняются неравенства: при
f (t, х) «. о

20
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('rUQ(t.x·)

(7)



а при f (t, х):;;;;" О

и (t, х):;;;;.. min { О , min и (t, х)}. (7')
rTUQ(t,xO)

При этом равенство возможно на ГТ U Q(t ,XO).

Доказывается эта теорема так же, как и теорема 1, т. е . анализируются

все возможные расположения положительного максимума и отрицательного

минимума решения и (t, х). Отличие в рассуждениях имеется только, когда

доказывается, что значение в области Q6"'..Q(I.XO) не превосходит значения

u (t, х) на ГТ U Q(I ,XO ) . Условие (6) означает, что L (1 х - х" ГtJ) > О.
Найдутся такие малые числа е > О и б > О, что в области Q6 будет L (1 х -
- хО гfJ-В) > О. Тогда, взяв вместо v (х) функцию и1 (х) = Iх - хогtJ-г в
повторив приведеиные рассуждения теоремы 1, ПОЛУЧИМ и (t, х) <
" тах и (t, х) для всех (t, х) Е Q6.

rTUQ(f,Xo)

Теорема 2. Пусть выполняется условие А, f (t, х):;;;;.. О, поверхность

S принадлежит классу Дини с(1, оо) [1] и для каждой точки М1 Е Г, в кото
рой достигается отрицательный минимум решения и (t, х) уравнения (1)
из класса C(2,l) (QO) U C~ (Q U Г), существует окрестность К (М1) Е QO,
такая, что в ней и (t, х) > и (M1 ) . Тогда для каждой прямой 1, образую-

u u М дu (Мд
щеи острыи угол с нормалью п в точке l' производная дl положи-

тельна.

Доказательство получается из теоремы 1 и теоремы 1 работы [1], при

менеиной к области Q"'.. Q6.
Теорема 3. Предположим, что выполняется условие А, ао и, х) < О

в окрестности точки (t, хО), <р Е с (Q), S Е с(1 , оо), g (t, х) Е с (Г).
bk (t, х) Е с (Г) (k = О, ... , n), Ьо (t, х) /г < О. Тогда для решения задачи

Неймана (1), (2), (4) из класса С<2,1) (QO) n C~ (Q U Г) и для всех и, х) Е Q
выполняются неравенства: при f (t, х) <. О

и(t, х)<.тах(О, гпах ф{х), max[g(t, x)bo1(t , х)], u(t, хО»), (8)
Q г

а при f (t, х) :;;;;.. О

u(t, x):;;;;..min(O, min<p(x), min[g(t, x)bo1(t , х)], u(t, ХО) } . (8')
Q г

Равенство возможно на ГТ U Q(t,X')'

доказываетсятеорема 3 так же, как и теорема 1. Отличие имеем только

тогда, когда экстремум достигается на Г. Так, если и (t, х) принимает свое

наименьшее в Q значение в какой-либо точке М1 (t1 , х1) Е Г, то

n дu I~ bk (t, х) -д- м > О в силу теоремы 2. Из условия (4) получаем и (М1) ;;;;..
k=l Xk'

>- g и, х) ьо
1 (t, х) l(t',x'). В случае максимума решения и (t, х) имеем

и (t, х) " g (t, х) ьо
1

(t, х) 1м•.
Аналогичные теоремы о знаке косой производной и для решения задачи

Неймана имеют место в классе с(2.1) (~, QO) n C~ (Qo U Г).
Следствие. Если выполнены условия теорем 1-3, то при 'ф <. О, {Р <. о.

f " о, g >- О решение задач Дирихле и Неймана из соответствующих клас

сов неположительно в о: при 'ф :;;;;.. О, <р >- О, f ;;;;.. О, g <. о решение задач

(1)-(4) неотрицательнов QO, а при <р = f = g = 'ф = О решение задач (1)
(4) тождественно равно нулю в QO.

Как показывает пример 1 (см. [2 с. 40]), условие (6) и ограничение на

знак функции ао (t , х) существенны для справедливости теоремы един

ственности.

Таким образом, установлены неравенства для предполагаемого решения

краевых задач в замкнутой области при условии ограниченности коэффи

циентов при старших производных.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯ

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

(1)~ о: Ь d~ (t, 0))..:::.J ak и) хи (t, х, со) + (!) и (t, Х, го) dt
O<l kl'!;2b

Рассмотрим задачу Коши

дu (t, х, (0)
дt

и (t, Х, е) It=o = ер (х, со). (2)

Предположим, что коэффициенты уравнения (1) непрерывны при t :>- о

и удовлетворяют условию равномерной параболичности в смысле И . Г. Пет

ровского в каждом слое {О <: t <: Т, х Е Еn} ; ~ (t, ш) - винеровский про

цесс, определенный на вероятностном пространстве (Q, Р, Р) при t :>- О,

а Е, - монотонно возрастающее семейство а-алгебр множеств из Р, согла

сованное с ~ (t, ш); ер (х, ю) - случайная функция, определенная на Еn Х

>< Q, измеримая относительно Р, почти непрерывная и ограниченная.

Согласно определению стохастического дифференциала задачу (1),
(2) следует понимать как решение стохастического интегрального урав

нения

t

и (t, х, ю) = ер (х, со) + s ~ ak (т) D~u (т, х, ш) d't +
О 0<lkl ..2b

t

+ Sь (т) и (т, Х, ш) d~ (о, Ф).
о

Как показано в работе [1], решение задачи (1), (2) существует и един

ственно в классе случайных функций, определенных в слое п[о,т] = 10, Т] Х

х Е; х Q, измеримых при почти всех ю по t, х относительно и-алгебры

борелевских множеств в [О, Т] х Еn, а по (u при почти всех t и х относитель

но Ре и интегрируемых с квадратом по t, х, (u в слое П[о.т]. В доказательстве

существенным являлось условие

т

~ Ь2 ('t) do < 00.

о
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