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к ВЫДЕЛЕНИЮ ЛИНЕйНОГО МНОЖИТЕЛЯ

из МАТРИЧНОГО МНОГОЧЛЕНА

Рассмотрим матричный многочлен

А (х) = АоХm + A1xm- 1 + '" + Аm, deg det А (х) > О, (1)

'Где А i (i = О, 1, .. ., т) - квадратные матрицы n-го порядка с элементами

из поля С комплексных чисел, строки которых будем при необходимости

рассматривать как векторы n-мерного комплексного линейного пространства

L. Будем говорить, что векторы ql' q2' ... , qk Е L, ql =F О, образуют жорда

новую цепь длины k для матричного многочлена (1) с корнем а характерис

тического многочлена det А (х), если имеют место равенства

qjA (а) + --h- q/_IA' (а) + iт- qj_2A" (а) + ... + ~, А(m) (а) = О, (2)

j = 1, 2, . . .• k, qo = q_1 = '" = q-m = О.

дальше будем отождествлять понятие матричного многочлена и поли

номиальной матрицы, элементами которой являются соответствующие мно

гочлены из С [х].

Теорема 1. для того чтобы для полиномиальной матрицы А (х) суще

.ствовала неособенная числовая матрица S такая, что

11

ег.;
SA(x) = О (3)

где En-k и E k - единичные матрицы соответственно порядков n - k и

:k , причем

(4)

необходимо и достаточно существование системы k линейно независимых

векторов из L, образующих жордановые цепи для А (х) с корнями а1 ,

а2 , ••• , а; характеристического многочлена det А (х).

Д о к а з а т е л ь с Т В О Н е о б х о д и м о с т и. Пусть существует

неособенная числовая матрица S такая, что имеет место равенство (3). для
матрицы В существует неособенная числовая матрица Q, что оео:' = Г,
где

J = J(1) Ее ••• ЕВ г: jil = Л,) ЕВ ••• Ее J\~ (i = 1, "" г),
I

причем

оа/

izO=
1 а{.

о

О а{

Здесь J~i) - нижняя жордановая клетка порядка lp, где р = 1, ... , d i •
о

d{

а, = def (Ekai - В). Очевидно, что ~ II = k/.
{= ]
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в соответствии с этим получим Е,/Х'[ -J = ](1) ЕВ ... Е!1](г), где ](t) =
_ -щ -(1) . _
- J l , Е!Э ... Е!Э Jl

d
(t - 1... .• т), причем

I

Iа[-а/ О

_(1) - 1 а; - at
Jl , =

р О

р= 1, ...• dt . При t = i получим

О

]~l)= -1
р

- 1'a t - a l

ут = 7j;) Е!1 Е!Э ]\~, где
i

О

о

0-1 011
Обозначим строки матрицы Q через qj' где j = 1, 2. . . .• k).

kJ + 1, ... , k2, ••• , kr_ 1 + 1, ...•А. Тогда q/(Ekaz-B):- qjQ-[ (Ekai-J)x
I j-l

Х Q=110-.-. .-61(Г~~I(Еkаi-J) Q = ~O ... О --=:--IT~OIIQ= -qj-l,
k1 + .,. +ki-J<i<k1+ ... +ki+l, i= 1, ... ,', ko=O.
дополним все k строк матрицы Q слева n - k нулями. : Получим систему k
линейно независимых векторов Ul' ... , Uk пространства L, дЛЯ которых вы

полняется равенство

UjIIЕ~-k Eka
l
~B1j = -ин

(kJ + '" + ki- 1< j < k1 + ... + ki+J, i :.-1, ... , " ио = О).

Покажем, что система k линейно независимых векторов u)S, ... , UkS (S
неособенная матрица) образуетискомыежордановыецепи, т . е. удовлетворя

ет равенствам (2):

(ujS) А (aj) + {- (Щ-1S) А' (а.) + iг (щ-zS) А" (а;) + ... +
1 ( S A(m-l) , . 1. ( S ' А (т) (+ (т _ 1)1 Щ-m+l ) (a j ) +mг Иf-m ) a j ) =

= и! [SA (ад] + iг Щ-I [SA (а;)]' + iг Uf-z [SA (аЛ" + ... +

1 SA ( . (m-l) 1 SA) (т)
+ (т -1)1 Щ-m+1 [ ai)] + mг Щ-m [ (а[ J =

=Uj~Е;-k Eka[~Bllc(a;) +*UH[~E;-k Ekaj~BIIC'(ai)+

+/1 ~ :Jс (ад1+ {Uf-z [~E;_k Ekai~ В 11 с" (а;) +

1I
о о 11' ] 1 [1/ En-k О 11 (m- I)+2 О E

k
С (а;) + .,. + (т _ щUf-m+l О " Eka[ - В С (а[) +

11

о о I1 c(m-Z) ] 1 11 О о [1 c(m-l)+ (т - 1) О E
k

' (а;) +mrИj-mm ~ О E
k

(а.) =

= - инС (а[) - Uf-zС' (а;) + инС (а;) - iг Щ-зС" (а;) +
+ Щ-ZС' (а;) + ... + [- (т ~ 1)! Uf_mc(m-l) (ад] +

1 c(m-Z) ( ) 1 c(m-l) () О+ (т -2)1 ~/,",:,m+~ " , a j ~ (m _ 1)1 Иf-m а; = .

Необходимость доказана.
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л о с т а т о ч н о с т ь. Пусть существует система k <: n линейно неза

висимых векторов И1' "0' иk Е L, образующих жордановые цепи для А (х)

с корнями а1' ... , а, характеристического многочлена det А (х). Тогда

существует неособенная числовая матрица S такая, что
n-k

1 .,
ИiS- = 110 ••• ОИ/I .. , Иikll (i = 1, ... , г). (5)

Обозначим через Q неособенную числовую матрицу, образованную по

следними k элементами векторов иls-
1 (i = 1, ... , k), т. е..Q = 11 И;j~'

Q- IJ Q J J(1) Jlr) JII) JII) J(I) Ч
Построим матрицу ,где = ЕВ ... EJЭ , = l, EJЭ··· Ее l,' ис-

ла 11' ... , 1$ - длины жордановых цепей для А (х) с корнем a l ,

a l О

Л) = 1 a l •
f

Разделим матрицу SA (х) слева на матрицу

1I": О ~
~ EkX-Q-1JQII

с левым остатком R:

11

E
n
-

k О 11SA(x)= О EflX-Q-IJQ C(x)+R (6)

так, что первые n - k строк матриц SA (х) и С (х) совпадают, т. е. первые

n - k строк матрицы R равны нулю. Очевидно, R - числовая матрица.

для векторов и1 , ••• , иk справедливы равенства (2), т. е.

и,А (ад -1- -* инА' (а/) + iг иt-2А" (a l ) + ... + ~I И/-тА(m) (а/) = О.
Отсюда

[ujs-1j [SA (a l ) ] +iг [Uf-IS-I] [SA (ад]' + -} [UHS-1j Х

Х [SA (ад]" + ... + ~I [и/_ms-1l [SA (aal(m) = О.

Подставляя в последнее равенство выражение для матрицы SA (х) и ее про

изводных согласно (6), получаем

-1 ~ En- k О ~. _1

и,S 11 о Ekal-Q-IJQIIС(аJ +и/S R+

и/_1
-1 [11 ег: О I1 I IlO 01\ 1+-\1- S О Eka1-Q-1JQ С (ад + о е, С(ад +

+ и';2 S-I[IIЕn~k Еkаl~Q-IJQIIС"(ад+211~ ;Jc1(aJJ+
+ ", + и/-m тll O о ~C(m-I) (а.) = О

ml О Ekll "
Учитывая теперь то, что векторы и,s-l имеют вид (5), а поэтому удовле

творяют равенствам (4), где В = Q-IJQ, можно аналогично доказательству
необходимости проверить, что в последнем равенстве все слагаемые, кроме

второго, дают в сумме нуль. Поэтому U,s-IR = О. Это равенство верно для
всех ; = 1, 2, ... , k, поэтому в силу линейной независимости строк и, по

следние k строк матрицы R нулевые. Следовательно, R = О и имеет место

равенство (3). Теорема доказана.

Как следствие из теоремы 1 при k = n получим следующую теорему.

доказанную авторами ранее [2],
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Теорема 2. Для того чтобы из матричного многочлена А (х) выделился

унигальный линейный множитель, т. е.

А (х) = (Ех - В) С (х), (7)
r

где det (Ех - В) = (х - a1)k, ••• (х - а/Г, ~ kl = п, необходимо и доста-
1=1

точно, чтобы существовала система n линейно независимых векторов

из Е, образующих жордановые цепи для А (х) с корнями a 1, ••• , а, харак

теристического многочлена det А (х).

Укажем теперь способ конструктивногопостроенияиспользуемых в тео

ремах 1 и 2 жордановых цепей и дадим условия выделения из матричного

многочлена линейного множителя .

Обозначим через А ! (х) полиномиальную матрицу

Аl (х) = А* (х) 11Е, Ех, ... , Ех' 11, (8)

где Е - единичная матрица порядка п, а А. (х) - взаимная матрица к

матрице А (х). Пусть <р (х) = (х - a1)k, (х - a 2)k• • • • (х - al)k/~ некото
рый делитель характеристическогомногочлена !::J. (х) = det А (х) полиноми

альной матрицы А (х). Поставим в соответствие матрице А (х) числовую

матрицу вида

(9)

Н/ Аи .- 1) ( )
" a j

Здесь А}Р) (х) - производная порядка р от матрицы А ! (х), lj:> k j (j =
= 1, 2, ..., i).

Замечание. В случае 1, = k j матрица (9) совпадает с матрицей, соответ-
U U ( ) м [(k,) (kl)j

ствующеи множеству корнеи многочлена <р Х, т. е. с А/(х) а\ , ... , а! ,
введенной ранее в работе IIJ. Все же матрица (9) зависит от чисел /1' ... , ll'
В то время как мА/(х) (a\k,); ... , a~kl)) однозначно определяется системой

корней многочлена <р (х).

Лемма. Если для некоторого 5 :> о р-я строка матрицы A~) (а) отлична
от нуля (5 = О, 1, ... , i - 1), то р-е строки подматриц

+A~S) (а), (5~ 1)1 A~+1) (а), ••• , (i ~ 1)1 A~-I) (а)
матрицы

1 I 1
(Е $ -11 Е ЕВ 21 Е Ее ••• EEJ (i _ 1)1 Е) N А.(х) [аЩ]

образуют жордановые цепи для матричного многочлена А (х) с i-кратным
корнем а характеристического многочлена !::J. (х).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Продифференцируем соотношение А* (х) х

х А (х) = Е!::" (х) i - 1 раз по х:

A~ (х) А (х) + А* (х) А' (х) = E!::J.' (х)

А: (х) А (х) + 2А: (х) А' (х) + А* (х) А" (х) = E!::J." (х)

(i- l) (i-l)A~-I) (х) А (х) + 1 A~-2) (х) + ... + т _ 1 A~-m) (х) A(m-I) (х) +

(i- l)+ т A~-m-I) (х) А(nЧ, (х) = E!),Y-1) (х) (1 -< i -< тп - т).

Поскольку а - i-кратный корень многочлена !::J. (х), то правые части

последних соотношений равны нулю при х = а. Пусть A~) (а) =1= О и
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A~)(a) = о при t < s. Тогда записанные выше соотношения можно записать
в матричной форме, которая после проведения элементарных преобразова

ний примет вид

А (а)

--&- А' (а)

G(a) {А" (а) =0, (10)

_1_ А(m) (а)
т!

где G(a)=(EEf1-f,ЕЕВ{ЕЕВ . . . Е!Э (i~1)1 Е)Р(а). а

Р(а) =

+A:S
) (а)

1 A(s+J> (
(5+ 11). а)

_1_ А(,+2) ( )
(5+2)1. а

о

_1_ A(S) (а)
51 •

1 А(S+I)
(5 + 1)1 • (а)

о

о

_1_A\sl (a )
51 •

о

о

о

1 A(I-l) ( 1 А (1-2) 1 А(l-З\
(i - 1)1 • а) (i _ 2)/ • (а) (i _ 3)1 • (а) . . .

\ A(I-m-I)()
(i-m-\)I' а

(11)
1

и то, что Е Е!7 -\-1 Е (JJИз равенства (10), учитывая вид матрицы (11)
1 1 .

Е!7 2! Е Е9 '" EJЭ (i _ 1)1 Е - обратимая матрица, видим, что р-е строки

1 А (S) ( 1 A(S+" 1 Ai- 1 ( (Е
подматриц 51 • а), (5+ I)! • (а), . . . , (i _ I)J • а) матрицы Е!Э

Е!Э -&-Е Е!Э {Е EJЭ '" EJЭ (i ~ 1)1 Е) NА.{х) [а(О] образуют жордановые цепи
для матричного многочлена А (х) с корнем а характеристического много

члена /). (х).

Теорема 3. Пусть Ip (х) = (х - (1)k, (х - az)k, ... (х - ar) kr - де-
литель степени n характеристического многочлена /). (х) матричного много

члена А (х) и [! (i = 1.2, ... , г) - наименьшее целое неотрицательное число,

для которого

N [ (/.) N [(1 I krang А.(х) а{'] = rang А,(х) а; 1 ] > l' (12)

Тогда. если

N [ (1, ) (1,) «ГI]rang А.(х) al ·, а2 , ..•• а; = п, (13)

то

А (х) = (Ех - В) С (х),

причем det (Ех - В) = Ip (х) . . .
д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 2 и доказанной лемме

достаточно показать, что в условиях (12), (13) теоремы существует система п

линейно независимых векторов, образованных р-ми строками соответству

ющих подматриц матрицы NА. (х) [a\I'>, .•.• a~lr)] .

Запишем условие (12), заметив, что А ~{) (ад - первая отличная от ну
ля матрица, полученная в результате дифференцирования А * (х) и подста-
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новки х- = a i :

A~S;) (а,)

A~i+1) (а,)
rang

A~Si) (а;)

A~i+l) (а;)
= rang

A(Si)(а .) а .
• I I

A~S;+I \ (a i ) а; + А:') (а,)

(15)

о

A~'i) (ai)

5i l(5i + 1)1

5,!

A(Si+l ) (а/).
= rangrang

А~гl) (а;) А~гl) (а,) A~гl) (а/) а/ + A~г2) (а,)

Умножим матрицы NА. (х) [a~/ )i], NА,(х) [а}//)] на неособенную матрицу Е $

Е!:) ~ Е EIЭ.*Е $ "' .$ (1/~ 1)1 Е и. кроме этого, в N А,(х) [a\/r) умножим
первые n столбцов на -а, и прибавим к соответствующим им другим n
столбцам . Поскольку такие преобразования не меняют рангов матриц. то

условие (12) эквивалентно такому:

A~i)(a,)

5i l

A{Si+1I (а '). '

(16)

15-

А~гl) (ад А~гl) (ад A~г2) (а,)

(l, - 1)1 (//- 1)1 (// - 2)1

Первая отличная от нуля строка матрицы 5~ ! А ~S/) (а;) будет первым век

тором искомой жордановой цепи для А (х) с корнем а/. Принимая во внима· ·

ние вид правой части равенства (15). получаем. что

1 A(s ,) ( )- 'а ·5/! • ,
rang :> 2.

11 -;----;-1----;-;:-;- А (si+1) (а .)
(5; + 1)/' I

Тогда существует строка матрицы (51~ 1)/ A~/+I ) (ад. линейно независимая
с выбранной ранее строкой. которая либо образует вместе с первой жордано

вую цепь длины два, либо начинает ' новую жордановую цепь. Продолжая

рассуждения таким образом и учитывая условие (15). находим k/ линейно

независимых строк, образующих жордановые цепи для А (х) с корнем а/

характеристического многочлена А (х) .

Аналогично можно найти, учитывая условие (13). все k1 + k2 +
+ ... + k, = п линейно независимых векторов. образующих жордановые

цепи для А (х) с корнями а1 • . .. . аг• Теорема 3 доказана.

Замечание. В процесседоказательства теоремы 3 мы получили метод

построения матрицы В линейного множителя Ех '---- В. а именно: В =
= Q-1JQ. где Q- матрица. составленная из линейно независимых строк
матрицы

[ 5~) EIЭ ... Е9 Е Е Е ]
(/1 - 1)1 $ ... Е9 s;:г $ ... ffi (/г _ 1)1 Х

Х N А.(Х)[а\/'), ••• , a~1г\

образующих построенные выше жордановые цепи; J = J(\) Е!Э ••• $ з'";

где ii) = J (1) Е!Э о •• ЕЕ> J (1) (i = 1. -.... , г).
/1 /,

со . . .
Здесь t; (j = 1, 0'0' s) - длины жордановых цепей для А (х) с корнем а,.

а J (i) - нижняя жордановая клетка порядка t}O.
/;
Теорема 4. В условиях теоремы 3 матрица В может быть найдена как

единственное решение матричного уравнения

N [ (1, ) (1,)] Х N [ (1.) (1Г»
А.(х) аl •... , аг = А.(х).х аl , ••.• аг •



д о к а з а т е л ь с т в о теоремы с учетом сделанного выше замечания

проводится непосредственной проверкой того, что матрица В = с'J Q
удовлетворяет равенству (16).
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В работе [2] развит новый алгоритм нахождения наибольшего общего

делителя (НаД) двух многочленов. Он основывается на использовании

свойств матрицы - значения одного из многочленов на сопровождающей

матрице другого. Однако ее нахождение осложняется необходимостью вы

числения степеней соответствующей сопровождающей матрицы. В настоя

щей работе для построения алгоритма НАД используется дополнительная

возможность симметриэацин сопровождающей матрицы. При этом основная

матрица просто записывается через коэффициенты заданных многочленов.

Пусть имеются два многочлена .

а (л) = aJ.n + а1лn-1 + '" + аn_IЛ + аа

Ь (л) = ьолm + ь1л
m- 1 + ... + Ьm-1л + Ьm

(ао =1= О),

(ЬО =1= О)

с комплексными коэффициентами, причем n >- т. Обозначим через ~,

~, •.., 'л.р все различные корни многочлена а (Л), их кратности через "1'
"2' ... , "р' Многочлену а (л) поставим в соответствие матрицы

А=

(

о

1

О

О

О

1
О

О

О

О

О

1

О

О

О

о

1

О

О

о

О

1

l,л~1 (n-l)лi-2 (n~ 1) л1'-3 ... л;-' (n_lp.~-2 (n~ 1) л~-З

(А - сопровождающая матрица, W - обобщенная матрица Вандермонда).

Непосредственно проверяется справедливость следующего соотношения.
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