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РАЗЛОЖИМОСТЬ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ МАТРИЦ

НА пинеяньв МНОЖИТЕЛИ

Рассмотрим разложимость на линейные множители полиномиальных ма

триц над кольцом многочленов с коэффициентами из алгебраически замк

нутого поля характеристики нуль и, в частности, докажем, что регулярная

полиномиальная матрица, характеристические числа которой имеют крат

ности не больше двух, разложима в произведение линейных регулярных

множителей. Этот результат обобщает известный ранее факт [1, 51 о воз

можности разложения на линейные регулярные ' множители полиномиаль

ной матрицы, не имеющей кратных характеристических чисел. -. i

Пусть А (х) = 11 ац (х) Ili'n - r Х n (г <. n)-матрица степени 'т,

d, (х) = (х - a t ) [ ' .•. (х - 'as)[s - наибольший общий делитель (НОД)
миноров порядка r этой матрицы, t i - число элементарных делителей

матрицы А (х), соответствующих корню ai' т. е. гапg А (a i.) = r - t,(i " ,
= 1, ... , s). ,

Лемма 1. Для матрицы А (х) существует такая неособенная числовая
матрица Q, что

11 Ak (х) ~
QA (х) = ~A'_k (х) 11 '

где Ak (х) = 11 (х - а,) а;; (х) Ilr'n(среди a 1, ••• , a k могут
щие), причем

rang Ak (ett> = k - tl (i = 1, ... , s)

и

(1)

быть й совпада~

(2)
I

1 s
ь»-: ~ t[. (3)

т {=]

Д О К а з а т е л ь с 'т в о. 'Для корня аI многочлена ' d, (х) существует

такая неособенная числовая матрица Ql' что

~
(х - ( 1) a;1 (х) ... (х - ( 1) a'ln (х) ~

Q1A (х) = А () .
'-1 Х

Пусть таким образом уже получено

~ Ар (х) 11

Qp ... Q1A (х) = I1 А,_р (х) ~ ,

где Ар (х) = 11 (х - а{) а;/ (х) I~'n , и для некоторого корня ар+! (не обя
зательно отличного от а1 , ... , ар) многочлена d, (х) rang Ар (ар+д =
= q > Р - tp+l. Тогда в матрице Ар (ар+!) есть q линейно независимых

строк. Система r - р + q строк, составленная из r - р строк матрицы

,А,_р (Clp+l) и q вышеупомянутых строк матрицы Ар (аР+д, линейно за·

висима. Действительно, в противном случае получили бы, что rang А (Clp+l) >
> r - 'P+I. что невозможно. Поэтому существует неособенная числовая
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матрица Qp+1 такая, что

~ АР+I (х) ~
QP+IQp ••• QIA (х) = ~ Ar-t>-I (х) ~ '

где Ар+ 1 (х) = ~ (х - сх/) а;/ (х) 1~+I.n. Так поступая шаг за шагом, полу
чаем (1), (2).

Пусть теперь dk (х) - над миноров k-ro порядка матрицы A k (х).

из (2) следует, что число элементарных делителей матрицы A k (х) равно
> 5

~ [,. Поэтому deg d k :;;;:.. ~ (/. Поскольку степень матрицы А (х) не пре-
·/= 1 /=1

:вышаетт, то deg dk <: km. Отсюда и вытекает (3). Лемма доказана.

Будем говорить, что из матрицы А (х) можно выделить регулярный

.множнтель порядка k (k <: г), если существует неособенная числовая

!Матрица Q такая, что

QA (х) = IIBk~X) Er~k ll А (х),

где B k (х) - регулярная матрица порядка k; E,-k- единичная матрица

порядка r - k. Из предыдущей леммы вытекает такая лемма.

Лемма 2. Пусть А (х) - полиномиальная r Х n (г <: n)-матрица сте

пени т, S - число ее элементарных делителей. Тогда из матрицы А (х)

выделяется линейный регулярный множитель простой структуры (элемен-
. S

тарные делители которого линейны) порядка k >--. Поскольку степени
т

элементарных делителей сомножителей не превышают степеней соответ

ствующих элементарныхделителей произведения матриц [6], то из леммы 2,
применяя индукцию, получаем результат работ [1, 4].

Следствие. Регулярная полиномиальная матрица простой структуры

разложима в произведение линейных регулярных множителей.

Теперь рассмотрим матрицы

Ak (х) = 11(х - сх/) ai/ (х) ~f'n и A~ (х) = ~ а// (х) Ilf'n.
Пусть d~ (х) - над миноров k-ro порядка матрицы A~ (х) . Систему корней
«1' ... , cxk (среди которых могут быть и совпадающие) обозначим через К.

Если для корня ~/ многочлена d~ (х) существует такая неособенная
числовая матрица Q, что

QAk (х) = 1)(х - ~i) ai. (х) . ~. (х - ~/) ain (х) 11 =

=diag(l, ... , 1, x-~" 1, ... , I)A k (x )

~* - строки матрицы A k (х), оставшиеся без изменения), то будем гово

рить, что корень ~; можно выделить в матрице A k (х) из j-й строки вместо

'Корня сх( Е К.

Лемма 3. Каждый корень ~, многочлена d~ (х) можно выделить в ма
трице Ak (х) вместо некоторого корня сх ( Е К, причем если корень ~' можно

выделить только вместо корней СХ", ... , СХ(р (~/ =1= СХ", . .. , СХ/р) , то jl''''

•••, jр-я строки матрицы Ak (~/) линейно зависимы.

Доказательство очевидно.

Теорема t . Пусть А (х) = 11ац (х) 'I~ 'n - полиномиальная матрица

-степени т, а, (х) = (х - cx1)1.... (х - cxs)ls - над миноров порядка
r матрицы А (х), причем deg а, = d. Если кратности корней многочлена

а; (х) не превышают двух, то из матрицы А (х) выделяется линейный регу-
• d

.лярвыи множитель порядка Р >- m'
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д о к а з а т е л ь с т в о. На основании леммы 1 матрицу А (х)

представим в виде

QA (х) = llBk (х) О 111] A~ (х) ~,
о E,-k ~ A,-k (х) 11

где Bk (х) = diag (х - а!, "0' х - ct k). Обозначим через К систему корней

а!, ... , ctk И через dk (х) и d; (х) - НОД миноров k-ro порядка соотвегственно

матриц A k (х) = 11 (х ~ а,) а,:/ (х) ,,~.n и A~ (х) = 11 а;/ (х) ,~.n. Из (2) сле
дует, что каждый корень а!, ... , ct s многочлена d, (х) является корнем

s

dk (х), т. е . многочлен а (х) = П (х - а/) делит dk (х):
1=1
а (х) Idk (х). (4)

Рассмотрим многочлен и (х) = d, (х) , • Пусть существует такой
det Bk (х) dk (х)

корень ctk+1 многочлена v (х), что d~ (ctk+l) '*- о, т. е. строки матрицы

A~ (ctk+l) линейно независимы. Тогда ctk+1 Е К, и можно считать, что
Clk+l = а1 • Поэтому существует такая неособенная числовая матрица

51' что
11 в, (х)

S\QA (х) = ~ ~

Пусть таким образом получено

Bk (х) о

о ~~' ~Ak+! (х)

E,-k-I A,-k-l (х) •

(5)
11

A~+l (х) ~
A,-k_l (х) ~ ,

о

X-ctl.
*SA(x) =

о E,-k-l
d

где k +[< -, и этот процесс уже невозможно продолжить, т. е. для
т

каждого корня ~I многочлена
d, (х)

g (х) = -.---------'---'~----

/=1

d~+l (~I) = О (d~+l (х) - НОД миноров порядка k + [ матрицы A~+l (х».
Теперь, исходя из (5), покажем, что из матрицы А (х) можно выделить

линейный регулярный множитель порядка k + [ + 1. для этого в (5)
над строками и столбцами первого множителя совершаем элементарные

преобразования и получаем

В16Х) о ~ ~ IA~ (х)
ТА ( ) Bk-l (х) О Al' (х)

Х = Е, О В, (х)

О О О E,-k-l A,-k-l (х)

где Bl (х) = diag (х - ct 1, ••• , Х - ад, Bk-/ (х) = diag (х - ct/+I, ...
'''' Х - ctk) и Е, - единичная [ х [-матрица. В правой части этого равенства

перемножим множители. Тогда получим матрицу

Ak (х)

ТА (х) = A l (х) (6)
A,-k-l (х)

где Ak (х) = 11 (х - ctt)a;j (х) г. А, (х) = ~ а;/ (х) + (х - ctt) a~+t./ (х) ,,(.n.



(9)

Множество попарно различных корней СХ1, ... , СХI обозначим через К[.

Через dk+l (х) обозначим НОД миноров порядка k + 1 матрицы Ak+[ (Х),

составленной из строк матриц A k (х) и А[ (х). Рассмотрим многочлен

d, (х)
g1 (х) = Г--(х) . (7)

k+l

Поскольку кратность корней многочлена а, (х) не больше двух и имеет

место соотношение (4), то корни многочлена g1 (х) простые и g1 (х) Id~ (х).
Пусть теперь каждый корень ~i многочлена g1 (х) можно выделять в

матрице Ak (х) вместо некоторых корней из множества К1 с К и, наоборот,

вместо каждого корня cx j Е К1 можно выделять некоторый корень мно

гочлена g1 (х) (лемма 3). Такое соответствие между корнями множества

К1 и многочлена g1 (х) будем изображать схематически К1 ~ g1 (х). Без

ограничения общности можно считать, что К1 состоит из корней СХ1' •.• , CXk••

Пусть d~, (х) - НОД миноров порядка k1 матрицы A~, (х) = "a;j (х) ,~,.n. На

основании леммы 3 gl (х) Id;, (х). Так как deg d~, <: (т - 1) k1 , то

deg gl <: (т - 1)k1. (8)

Положим, что К1 С K1• В противном случае, как будет показано в

дальнейшем, можно получить искомое разложение. Здесь и далее через

dk+l-k{ (х) будем обозначать НОД миноров порядка k + 1 - k{ матрицы

A k+l- k . (х), полученной из матрицы ·A k+l (х) отбрасыванием k{ строк с но-
1

мерами k + 1, о •• , k + ki , а через d~j (х) - НОД миноров порядка k[

матрицы A~; (х) = 11 а;; (х) II~i;n.
Образуем многочлен

h ( )
_ dk+l (х)

1 Х - k,

dk+l- k ; (х) П (х - а;)
.;=1 .· .

Покажем, что deg h1 > О. Действительно, поскольку deg dk+l -< т (k + 1),
Т. е. deg d k+l = т (k + 1) - w (ш > О) и deg dk+{-k , <: т (k +1- k 1) , то из (9)
получим, что

degh1 > (т -1) k1 -ш.

Из (7) имеем, что degg1 = d - т (k + l) + ш. Так как k + 1< -.!!:....-, то
т

degg1 > О.

(10)

(11)

На основании (8), (10) и (11) получаем, что deg h1 > О. Соответствие между

корнями многочлена н. (х) И множества К1 будем изображать схематически

так: KJ -1h (х) .

Теперь положим, что ни один корень многочленаh1 (х) не принадлежит

системе К, т. е. h1 (х) 1d~ (х). В противном случае, как покажем далее, тео
рема уже доказана. На основании леммы 3 каждый корень многочлена h1 (х)

можно выделять в матрице A k (х) вместо некоторых корней сх, Е К. Выбе

.рем лишь те CXj, которые не принадлежат К1 . Обозначим множество этих

корней через К2 • Покажем, что К2 =1= fZ5. Для этого достаточно показать,

что h1 (х) не делит d~. (х) (h1 (х) '" d~, (х», другими словами, что степень
. h(x) •

многочлена g2 (х) = 6: (х)" где <51 (х) = (h1 (х), dk., (х», больше нуля.

Предположим, что deg g2 = О, т. е. h1 (х) 1 d~, (х). Поскольку

gl (х) Id~, (х) и (h1 (х), gl (х) = 1, то gl (х) h1 (х) I d~. (х). Отсюда, учитывая
(10), имеем, что deg gl + (т - 1) k1 - W<: (т - 1) k1, т. е. deg gl <: Ш,

что противоречит (11). Таким образом, deg g2 > О, т . е. К2 =1= fZ5.
Пусть множество К2 состоит из корней CXk.+l, CXk.+2, о •• , CX k•. Теперь мож

но' записать соответствие '1(2- g2 (х).

б



ht (х) = ---------.:'-----

Снова полагаем, что К2 С Kz, и образуем многочлен

гично предыдущему доказывается, что deg h2 > О, И Т. д.

Если на каждом шаге для многочленов

dk+l-kt_l (х)

kt

dk+Z_ k (х) П (х - щ)
t i= kl_ l+ 1

где t5 t- 1 (х) = (l1t-1 (х), d~t_J (х», выполняются условия 1) К! с К, И

2) п, (х) Id~ (х), то этот процесс не обрывается, т. е . вновь образованные
многочлены ht+ 1 (х) и g/+l (х) имеют степени больше нуля. Это доказы

вается аналогичным способом, как и для многочленовh1 (х) и g2 (х).

Поскольку указанный процесс не обрывается, то на некогором

шаге наступит по крайней мере одно из соотношений 1') К/ с K1,

2') ht (х) ,.\' d~ (х) . Пусть имеет место условие «1 '», Матрицу (6) изобразим
схематически

К1 ~ gl(X) \

К2 +-+g2 (х) I............. rа, (х1
Kt-l +-+ gt-l (х)

KI~gt (х)
}

..............
* )

G (х) = K t-l - llt-l (х) (12)

KI-2 - 11/-2 (х)
с, (х).. ...... ......

К2 -h2 (х)

K 1 - h1 (х)

..............

11

а, (х) 11
GЧZ (х) = G

1
(х)

Ar-k-l (х)

Здесь под К, будем понимать в матрице Gk (х) множество строк с номерами
ki-l + 1, ki-l + 2, . .. , k( и в матрице О! (х) множество строк k + ki-l +
+ 1, k + k i - I + 2, " 0' k + k i . Еще заметим, что матрицы Gi< (х)и G1 (х)

отличаются от матриц A k (х) и А ! (х) из (6) порядком размещения строк,

т. е . G (х) = RTA (х) . .
Пусть dki (х) - нод миноров порядка . ki подматрицы Gk{ (х), состав

ленной из строк множеств Kj (j = 1, .. ., i) матрицы Gk (х), и dk+Z-k
l
(х) -,

нод миноров порядка k + l - k i матрицы GЧZ-ki (х), образованной из

матрицы

отбрасыванием k/ строк множеств K j (j = 1, "', i) матрицы Слх). Тогда, учи

тывая способ образования многочленов /1/ (х) и g/ (х) И множеств корней К/,

получаем

dkl+ 1 (х) = gi+l (х) dki (Х) СР/ (Х),

dk+l-ki (х) = hl+! (х) dk+l-ki+l (Х) 'Р/ (Х) (i = О, 1, ... , t - 1).

Согласно предположению существует такой корень «», Е Kt , что ak
t
~ Kl •

Пусть вместо ak
t
можно выделить из kгй строки множества К! матрицы

Gk (х) некоторый корень '\'1-1 многочлена gt (х) . Это означает, что прибавив
к kt·Й строке линейную комбинацию других строк множеств K j (j = 1, ••.
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(15)

(13)

... , '), ' получим строку, делящуюся на Х - '\'1-1. Из полученной матрицы

и1о (х) выделим множитель вида

Fkl(X) = diag(1, ... ,1, Х-'\'I_l, 1, ... ,1).
Будем иметь, что

G (х) = Н1 (х) С1 (х),

где Н1 (х) = и;'Fk
l
(х). Так как gi+! (х) Ihi (х) (i = 1, ... , t - 1), то '\'1-1

есть корень многочлена hl _ 1 (х) . Поскольку '\'1-1 есть корень многочлена

dk+l-kl_2 (х) кратности два, то '\'1-1 будеткорнеммногочленаd~+I-kl_2 (х) крат

ности один (d~+1-kl_2(х) - над миноров порядка k + l - kl-2 подматрицы

G~+1-kl_2 (х) матрицы С1 (х». Теперь, совершая линейные комбинации

строками матрицы G~+l-k1_2(Х), получаем, что некоторая k + kt-1-я строка

из множества КI-l матрицы О1 (х) будет делиться на х - '\'1-1, т. е. вместо

корня (l,kl_1 Е Kt- I из этой строки можно выделить корень '\'1-1. Из получен-

ной матрицы и2С1 (х) выделим множитель Fk+kl_1 (х) вида (13):

G (х) = Н2 (х) С2 (х),

где Н2 (х) = Н1 (х) и;1 Fk+kl_1 (х).
Далее нужно рассматривать матрицу С2 (х). Но поскольку корни будут

выделяться из строк матрицы С2 (х), которые остались из матрицы G (х)

без изменений, то рассуждения будем вести над матрицей (12).
Теперь вместо корня (l,kl_1 Е Kt-I из kt_1-й строки множества Kt- r в

матрице Gk (х) выделяем некоторый корень '\'1-2 многочлена gt-I (х), затем

этот же корень многочленаhl- 2 (х) в матрице О1 (х) выделяем из некогорой

(k + kt-2)-Й строки множества КI-2 и т. д. Наконец, в матрице О1 (х)

корень '\'1 многочлена h1 (х) выделяем из некогорой (k + k1) - й строки, а в

матрице Gk (х) из k1- й строки множества К1 вместо корня (l,k, выделяем не

который корень ~ многочлена gl (х). После этого выделяем корни множеств

К и К1 ИЗ строк матриц Gk (х) и G1 (х) , оставшиеся без изменения . это нетруд

но сделать, учитывая вид подматриц Ak (х) и Аl (х) матрицы (6). Таким

образом, получим

G(х) = Hk+l (х) Ck+l (х). (14)

Поскольку преобразования проводились лишь над строками матрицы Gk+l (х),

то (14) имеет вид

~
Bk+l (х) О ~ ~ Dk+ l (х) ~

о (х) = О Е А ( ) ,
r-k-l r-k-l Х

где Bk+l (х) - регулярная (k + [) х (k + l)-матрица первой степени. Ко

рень ~ есть корень многочлена dr (х) кратности два, а многочлена dk+l (х)

(над миноров порядка k + 1 матрицы Gk+l (х» кратности один. Поэтому

после его выделения из матрицы Gk+1 (х) строки матрицы Dk+l (~) линейно

независимы и из (15) нетрудно получить, что

I
в.; (х) · О

УО(х) = • x-~

О Er- k- 1- 1

т. е. из матрицы G (х), а значит, и из матрицы А (х) выделен линейный ре

гулярный множитель порядка k + 1+ 1. Подобным образом поступаем и в

случае 2') п, (х) -1' d~ (х).
d

Теперь, если k +1+ 1< -, то аналогичными рассуждениями выде
т

ляем из матрицы А (х) множитель порядка k + l + 2. Так поступая

шаг за шагом, выделяем из матрицы А (х) линейный регулярный множитель
d

порядка р > -. Теорема доказана.
т
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=

Пусть А (х) = Аохm + A1xm- 1 + """. + Аm, IАо 1=1= О (16)
регулярная полиномиальная матрица. Напомним, что корни многочлена

det А (х) называем характеристическими числами матрицы А (х).

Теорема 2. Регулярная полиномиальная матрица (16), характеристиче

ские числа которой имеют кратности не больше двух, разложима в произ

ведение линейных регулярных множителей.

Доказательство следует из теоремы 1.
Замечание. Если среди характеристических чисел регулярной полино

миальной матрицы (16) имеются числа кратносгей больше двух, то матри

ца А (х) может и не допускать разложения на линейные регулярные мно

жители.

При м е р. Из матрицы

А(х) =
(x-~) (х- a~)2 1 О О

О (х - a 1) (х - аз)2 1 О

О О (x-a1) (х-а2)2 1

О О О (x-a1) (х-аз) Х

Х (х -а4)

при условии, что a 1, ~, аз, а4 - попарно различные и 3а4 - аз - 2a1 = О.

не выделяется линейный регулярный множитель . Это проверяется на осно

вании критерия нз [21 .
Из этого примера следует, что в работе [3] теорема 2 при r > 2 неверна.

Теорема 3. Пусть регулярные n Х п-матрицы А (х) и В (х) степени т

не имеют кратных характеристических чисел и их характеристические мно

гочлены совпадают. Тогда существуют разложения

А (х) = C1 (х) " •. Сm (х), В (х) = D1 (х) ... Dm (х)

на линейные регулярные множители матриц А (х) и В (х) такие, что det С/ (х)=

= det D/ (х) (i = 1, ... , т).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Составляем 2n х 2n-матрицу

F (х) _ ~ А (х)
-11 о

элементарные делители которой взаимно просты. далее используем метод

доказательства теоремы 1 и метод индукции.
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