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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЯ

СВЯЗИ В ЗАДАЧАХ УСТАНОВИВШИХСЯ КОЛЕБАНИЙ

ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ТЕЛ

в последнее время в механике деформируемого твердого тела получили зна­

чительное развитие исследования по изучению механических полей дефор­

маций и напряжений с учетом их взаимосвязи с внутренними тепловыми,

диффузионными и электромагнитными полями. Существенный вклад в ре­

шение научных и прнкладных задач этого направления механики внес кол­

лектив ученых Львова, возглавляемый Я. С. Подстригачем [2, 6--8].
Практически важный класс задач в указанной области образуют стати­

ческие и динамическиезадачи электроупругостидля пьезокерамическихтел.

~ективность работы пьезокерамических элементов электромеханических

преобразователейэнергии, широко используемых в различных технических

устройствах, определяется рядом факторов, одним из которых является так

называемыйкоэффициентэлектромеханическойсвязи (КЭМС) [1 ].
Большинство авторов [3, 4, 9, 13] вкладывают в определение КЭМС

физический смысл, а именно: квадрат КЭМС это отношение способной к об­

ращению запасенной электрической (механической) энергии ко всей подве­

денной из вне к пьезокерамическому телу механической (электрической)

энергии. Такое определение является наиболее полным и полезным в ста­

тике и в задачах динамического анализа поведения пьезоэлементов, хотя

и не вполне четким в части трактовки понятия «способная к обращению». За­

метим, что для простейших однородных случаев распределения электро­

упругих полей в пьезоэлементах к тем же значениям дЛЯ КЭМС приводят

формально-математические правила вычислений, например, правило отно­

шений диагональных произведений матрицы уравнений состояния или пра­

вило отношений взаимной энергии к среднему геометрическому из произве­

дения упругой и электрической энергии [1, 121.
для оценки эффективности возбуждения колебаний пьезоэлементов на

резонансных частотах У. Мезоном введено понятие динамического КЭМС

[11. В основу его определения положено отношение разности квадратов час­

тот антиреэонанса и резонанса к квадрату частоты антирезонанса:

г 1;-1; (1)
d = 2 '

fa

т. е. Отношения величин, легко определяемых экспериментально по кривой

проводимости при электрическом возбуждении колебаний.

Использование формулы (1) при анализе эффективности возбуждения

колебаний в простейших (как правило, одномерных) задачах показало 11],
что для однородных деформаций (радиальные колебания кольца, тонкого

цилиндра, тонкой сферы и т. п.) значения динамических коэффициентов

связи совпадают с их статическими значениями. Однако, если деформация

неоднородна по объему пьезоэлеменга, то значения динамических КЭМС

ниже, а на высоких частотах намного ниже статических значений. При этом

имеется в виду, что расположение поверхностных электродов, через которые

осуществляется подвод электрической энергии, выбрано неизменным на

всех частотах колебаний. Положение может измениться, если использовать

внутренние (расположенные внутри объема тела) или поверхностные разде­

ленные электроды. Однако и в этих случаях динамические значения КЭМС

всегда ниже их статических значений на однородной деформации, хотя и

могут быть близкими по величине к последним. Объяснение такого поведе­

ния кэеМ в динамике с электрическим подходом к задачам колебаний
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{2)

пьезоэлементов дано по существу У. Мэзоном при выводе формулы (1). Предста­
вив решения задач вблизи резонансных частот колебаний в виде эквивалентных

схем, он нашел связь выражения (1) со статической и динамической емкос­

тями пьезоэлементов. При этом не предпринимались попытки привести в

соответствие определение k~ из (1) с энергетическим, указанным выше. Сле­
дует отметить еще один существенный момент, касающийся формулы (1).
дело в том, что определение k~ по формуле (1) в принципе невозможно для
внерезонансных частот колебаний пьезокерамических тел. Имеются труд­

ности в применении формулы (1) для случаев возбуждения колебаний ме­

ханическими нагрузками . Эти и некоторые другие моменты, касающиеся

метода Мезона, были предметом дискуссии в зарубежной литературе [15­
17]. Хотя выводы работы [14] оказались ошибочными [17], сам подход ав­

тора к проблеме определения динамических КЭМС с энергетических пози­

ций заслуживает внимания.

В настоящей статье на простейшем примере продольных колебаний пье­

зокерамического образца цилиндрической формы реализован энергетический

способ вычисления КЭМС в соответствии с его определением, данным в начале

статьи, и получено аналитическое выражение динамического КЭМС на лю­

бой частоте колебаний. На резонансных частотах удалось привести в соот-

ветствие определение k~ по Мэзону С его определением по энергетическому
методу.

Уравнения пьезоэффекта, упрощенные на случай осевой деформации

поляризованных по длине цилиндрических образцов, записываются в виде

[1, 10)
Е

е, = sзз(}z + dззЕz,
т

Dz = 8ззЕz + dзз(} г'

где s.fз - модуль податливости материала, измеренный при постоянном (ну-
т

левом) электрическом поле; 8зз - диэлектрическая проницаемость, изме-

ренная при постоянных (нулевых) механических напряжениях ; dзз - пье­

зоэлектрически й модуль; 8г, о, - соответственно деформация и напряжения

в направлении оси Ог; Ег, Dz - осевые составляющие напряженности элект­

рического поля и электрической индукции . дополняя уравнения состояния

(2) уравнением движения элемента сплошной среды [5]

(3)

(5)

и уравнениями вынужденной электростатики [11]

е, = - ~, д~г = О, (4)

получаем полную систему уравнений, описывающих сопряженные электро­

упругие процессы в пьезокерамических образцах цилиндрической формы.

В дополнение к введенным ранее величинам в уравнениях (3), (4) обозна­

чено : р - плотность пьезокерамического материала; и, - осевые перемеще­

ния; 'Ф - электростатический потенциал; t - координата времени.

Если в равенствах (2) - (4) за независимые искомые неизвестные при­

нять перемещения и, (г, t) и потенциал 'Ф (г, t), то для их определения полу­

чаем следующую сопряженную систему уравнений:

д2Иг I д2Иг
(fZ2 = & ---ai2 '

2
d4jJ 1 kзз д2иг
~ ="""d;- 1- kjз ~'

где с = [рs.fз (l - k~з)Г'/' - скорость сопряженной волны, а через k~з обо­
значен квадрат статического продольного КЭМС дЛЯ однородной деформа-
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ции [1]:

(6)

, Рассмотрим задачу о продольных колебаниях образuа под действием

периодически изменяющихся напряжений, приложенных к торцевым по­

верхностям г = ±h. Покрытые электродами торцы образца предполагаем

разомкнутыми. В этом случае граничные условия для системы (5) записы­

ваются в виде

(7)

Значения амплитудных характеристик сопряженного поля в образце нахо­

дятся элементарно и представляются равенствами

~ Е 2 sin Аг " dзз sin Аг
иг = ао5зз (1 - kзз) '} м' 'Ф = -т- ао А Лh'

с соз е
зз

cos

л Е (1 k2) cos Аг ЕЛ dзз
Вг = а05зз - 33 cos Ah' z = - -т- ао

8зз

л соsлг л

аz = ао -------:'---h ' Dz ==::; О,
сов х

cos 'Аг

cos "Ah (8)

где Л,=~.
с

Будем рассматривать в дальнейшем амплитудные значения (8) как не­

которое статическое сопряженное поле в образце с разомкнутыми электро­

дами. Легко установить, что такое состояние в статике можно создать чисто

механическими поверхностными и объемными нагрузками

(9)

Подведенная к образцу энергия при этом равна работе поверхностных и

объемных сил [5], т. е.
h

" л 1 5 л
ипол = Saouz (h) + 2 S Zuzdz =

-h

1 Е 2 аБ ( sin 2М )
= 2 hS5зз (1 - kзз) cos2м 1+ 2М ' (10)

(11)

где S - площадь поперечного сечения стержня, и внутри объема накапли­

вается в виде механической и электрической энергий. Запасенная в объеме

образца электрическая энергия определяется формулой [11)
h

~ 1 т 2 5 ,..
Иэл = 2 Sfзз (1 - kзз) (Ег) 2 dz =

-h

_ 1 Е 2 2 аБ (...L sin 2М )
- 2 hS5ззkзз (1 - kзз) cos2лh 1 I 2М •

Из сопоставления формул (10) и (11) видно, что полная электрическая энер­

гия в образце составляет такую же часть общей внутренней, как и в случае

однородной статической деформации, т. е. k~зопол. Однако в динамике не вся
электрическая энергия внутреннего поля является способной к обращению,

а лишь та ее часть, которая высвободилась бы на данной неизменной де­

формации при закорачивании электродов. Амплитудное значение разности

потенциалов между электродами согласно формулам (8) равно

~ ~ d sin лh

'Ф+ - 'Ф- = 2 --f- ао (12)
8зз лсos М
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(13)

(14)

(15)
sin 2M

1+ 2м

Соответствующая этой разности потенциалов напряженность однородного

электрического поля имеет значение

E~O) = _ ф+ - ф- dзз ао sin М
2h = - eiJ - М cosМ •

Следовательно, электрическая энергия, способная к обращению (на неиз­

менной деформации') будет такой:

[;~БР) = +SBiJ (1 - k~) Й:~О»)2 2h =

Е 2 2 a~ sin2м
= hSsззkзз (1 - kзз) cos2 м (лh)2

КЭМС согласно его энергетическому определению нахо-динамический

дится по формуле

k~ =

(16)(n=1, 2, 3, ...).

При u> -+ О (лh -+ О) отсюда получаем статическое значение k~з. На резо­
нансных частотах колебаний образца с разомкнутыми электродами лh =
= (n - -}) 1t для k~ получаем формулу

2 2k~

kd = [( ' ]2
n-+)л

Именно такие значения для k~ дает формула (1) в случае электрического
нагружения образца [1[. Но так как при электрическом нагружении зна-

чения лh = (n - -}) 1t соответствуют антирезонансным частотам колебаний,
а резонансные частоты находятся ниже [1], то фактически значения динами­

ческих КЭМС на резонансах будут больше, чем найденные по формуле (16).
Зная (лh)реэ, k~ легко вычислить, используя энергетическую формулу (15).
Различия результатов, полученных энергетическим методом и методом Мэ­

зона, становятся несущественными для пьезоматериалов с низким коэффи­

циентом электромеханической связи.

Вопросы обобщения изложенного энергетического метода определения

динамических КЭМС на трехмерные задачи установившихся колебаний пье­

зокерамических тел при произвольном нагружении будут освещены в после­

дующих публикациях.
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Режим нагрева длинных магистральных паропроводов теплоэнергоблоков

характеризуется изменением температуры пара.на пути его от парогенера­

тора до турбины вследствие аккумуляции тепла металлом пароправадов. это

обстоятельство необходимо учитывать, например, в процессе проектирования

при оценке надежности работы турбины, паропроводов и пусковой

схемы блока в целом, для чего следует знать температуру пара и паропро­

водов вдоль длины В зависимости от заданной начальной температуры паро­

провода, температуры пара на входе в паропровод и продолжительности

нагрева. Зндач& протрева длинных трубопроводов рассмотрена в работах

[4, 9, 10].
Проблема автомагизации управления пусковыми процессами тепло­

энергооборудования требует решения задачи оптимального по быстродейст­

вию управления нестационарными температурными режимами при ограниче­

ниях на функцию управления, в качестве которой выступает температура

греющей среды, и температурные напряжения, возникающие в элементах

оборудования. Такую задачу для одномерного, температурного поля можно

решить точно либо приближенно известными методами [1-3, 5, 7, 8].
. Правда, в период пуска турбогенератора скорость подъема температуры

греющей среды в районе турбины ограничивается температурными напря­

жениями в массивных запорных или паровпускных органах турбины, тогда

как регулирование температуры среды осуществляется тепловыделением

топки и пусковыми регуляторами, установленными на выходе из парогене­

ратора.

Следовательно, если одним из методов [1-3, 5, 7,8] найти оптимальную

температуру греющей среды в районе турбины, то возникает обратная по

сравнениюс решенной [4,9, 10] задача определения температуры этой среды

на входе в паропровод, обеспечивающей найденную оптимальную температу­

ру ее на выходе при заданной начальной температуре трубы.

Таким образом, приходим к задаче оптимального управления системой

с распределенными параметрами с двумя последовательно включенными звень­

ями, первым из которых является звено запаздывания (точнее, звено опере­

жения), для которого необходимо решить упомянутую задачу управления,

т. е. найти входной сигнал при заданном выходном. В качестве последнего

служит входной сигнал для второго звена, найденный из решения задачи
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