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М. М. Сидляр, В. А. Столяров, П. С. Червинко

о НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ НЕОГРАНИЧЕННОА

УПРУГОА 06ЛАСТН С ЦИЛИНДРИЧЕСКОА ПОЛОСТЬЮ

ПРИ ВОЗДЕАСТВИИ СИЛОВОГО И МАГНИТНОГО ПОЛЯ

Рассмотрим распространение волн в упругой изотропной неограниченной

среде с цилиндрической полостью при действии массовых сил. Пусть полость

заполнена жидкостыо и среда находится в постоянном магнитном поле. В ра

боте [4] рассмотрена задача о распространении магнитоупругих воля в иде

ально и слабо проводящей средах. В настоящей работе изучается среда с

конечной проводимостью с учетом влияния полости на распространение маг

нитоупругих волн .

Для решения задачи используем две группы уравнений [2, 4 J. Первая

состоит из уравнений электродинамики медленно движущихся сред

- 4л -+: 1 дЬrot Н = -- / +- -- ,
с с at

- 1 дЕrotE =----,
с д!

... [ ... 1 ( a7L ... )]j = 0'0 Е +с дГ х В ,

В = r-H, jj = еЕ, div В = О, div z3 = О,

(1)

(2)

(3)

(4)

где Н, Ё - векторы напряженносгей магнитного и электрического полей;... ...
i - вектор плотности тока; и - вектор перемещения: с - скорость света;

0'0 - электропроводность. Вторую группу составляют: для магиитоупругой

среды - дополненные членами, связанными с силами Лоренца, уравнения

Ляме
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а для ЖИДКОСТИ ~ уравнения движения н уравнение неразрывности

- да 1- - -- VP = p~ --аг-с (/ х If') - p~E" - Р,

дрО -+
-----аг + pg div v = О, Р = Р (р).

(6)

(7)

(10)

(11 )

(13)

~ ~a а

Здесь Р, F ~ векторы массовых сил; Ре. Р е ~ плотности электрических

зарядов; р, рО - плотности сред; л, G - постоянные Ляме; Р ~ давление

жидкости; ; - скорость движения жидкости; pg - некоторая средняя по
стоянная плотность жидкости .

Граничные условия на поверхности раздела двух сред имеют вид

д~; = Vn' (aik+ Tik) n' = (alk + Т'tk) n' + Qk (i, k = 1, 2, 3), (8)

-; . (В - Ба) = о, -; х (Н - НО) = о, 7t. (i> - jjO) = о, 7t х (В _ ВО) =

= О, (9)

где aik - компоненты тензора напряжений. а

1 1
T/k = ~ (cEtEk + !J.Ндk) - ----вn бik (еР + !J.H2) -

компоненты тензора натяжения Максвелла; Qk = Рб/k .

Магнитное поле представим в виде двух составляющих Н = Но + h.
-+ -+

где Но - вектор первоначального постоянного магнитного поля; h - воз-

мущение, причем h « Но. Принимая. что в каждой из сред отсутствуют сво-

бодные электрические заряды Ре = p~ = О, считая жидкость непроводяшей
и пренебрегая токами смещения в упругой среде, из уравнений (1) - (5)
для магнитоупругой среды получаем

-+ ah ( д~ -+)V2h - ~ дГ = - ~ rot (fГ ХН,

-+
-+ -+ - д2u (.L -+ -+ -+

GV2U + (л + О) V div и = р ----at2 - с (j Х н) - Р, (12)

а из уравнений (1)~ (4). (6) и (7) при отсутствии массовых сил для жидкос

ти получаем

(
2 1 д2 ) о ( 2 1 д2 ) ( h

O

) _V - eg (ij2 qJ = О, V - ~ ---шz ЕО - о,

-+0 ЕО дЁа .... (.L0 дhа
rot h = - --, гот Е" = - - -- ,

е дt е дt

-+ - а д~
V = - VqJa, Р = po(jГ'

Здесь ~ = 4Л<101-1 • .. j(jJГ с; = е
е2 ,со = V дра; V eollo

Потенциал силового поля зададим в таком виде:

Ф = Фоi!J)/,

где

ФО = Q~ [11 (х -~) + 11 (- (х + s))l;
ре)
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1] (х) ~ функция Хевисайда; Qo ~ постоянная, характеризующая мощность

силовых источников; (о - частота.

В дальнейшем будем полагать, что первоначально магнитное поле сво-

дится к компоненте, направленной по оси г; Но = {О, О, Но}, причем ось г
-+

совпадает с осью цилиндрической полости, а h = {О, О, h} - вектор воз-

мущенного поля. При таких условиях задача сводится к плоской ; = {иl •
д

и2 , О}; дZ = О.

Уравнения (11), (12) в пренебрежении слагаемым h по сравнению с Но

тепер ь имеют вид

2.... дh _ -+ д .-+
V h - ~----aг - PHo(fГ (dlV и),

-+
2- -+ • - д2u /1 - ....

GV и + (л + О) V dlV и = Р (jfJ + ~ HoVh - F .

Разлагая вектор перемещения ;; на потенциальную и соленоидалькую
.... .... -
(и = grad <р + rot 'Ф) и учитывая, что F = р grad Ф, вместо (17), (18)
чаем уравнения

где

(17)

(18)

части

полу-

(19)

(20)

(21)

Решаем задачу следующим образом. Сначала рассмотрим случай напря

женного состояния без полости и найдем компоненты основного магнито

упругого состояния, а затем определим возмущения, возникающие вслед

ствие наличия полости [3, 5].
Частные решения уравнений (19) - (21), определяющие состояние маг

нитоупругой среды без полости, при I х I< s имеют вид

ч: [ 5I - q 5~ - q ] I(i)/
<Рl = 4;' 2 5j- f (51) - ~ f (52) е ,

2рс( ( 1 - 52)

(22)

где f(5J =exp[(x-s)51] +exp[-(x+s)5i ] (i= 1,2); 51 И 52- кор

ни характеристического уравнения (52 - q) (52 + yI) - aqs2 = О; а = a~ ;
С 1

i(OP = q;
2 /1H~

ао = -4- - скорость Альфена.
пр

Для определения возмущений магнитоупругого состояния, вызываемых

цилиндрической полостью, необходимо найти общие решения уравнений

73



(19) - (21). В рассматриваемой задаче эти решения записываются в виде

сс

(j)2 = ~ [c~~K2n (81Г) + c~~K2n (82Г)] cos2n8е1<М ,
71=0

Нп ~ f (l)K f (2)к 2 О lоо!h2 = -- ~ [1С2n 271 (81Г) + 2С2n 271 (S2r)J cos п е ,
а; '1=0

~2 = {О, О, 'Ф2 (г, О)}, 'Ф2 = ~ cf~M~ (V:{) sin 2nOe
l liJt

•
71=0

(23)

Здесь ft = vf + 81, К2n (Slr ) - функция Макдональда; M~ (I'2Г) - функция
Ганкеля второго рода; г, О - цилиндрические координаты.

Формулы (22), используя теорему разложения в равномерно сходя

щийся ряд Фурье - Бесселя [1 J представим в виде ряда

где

При этом

ос

i
Ш

= ~ 6niТlJn (аг) cos пО,
71=0

{
1 при n = О,

6 -
71 - 2 при n,> 1<

00

(j)1 = ~ 671 [bl12n (81Г) -b212n (82Г)] cos2nOiliJt
,

71=0

(24)

(25)

Здесь введены обозначения: ыl =
pcj (si - ~)

qHoQo -5/;
4 2 2 е .(i = 1, 2); 1271 (8/) - функция Бесселя мнимого ар-

рс, (51 - 52)

гумента. Полное решение для магиитоупругой среды находится как сум

ма решений для основного (25) и возмущенного (23) поля, т. е. (j) = (j)1 +
+ (j)2' h = h1 + lz2• ~ = {О, о, 'Ф}, 'ф = 'Ф2'

Решим теперь уравнения для магннтоакустической среды. Принимая,

й й" lоо! ....ha {О О ha} ha }й* lliJt 2 0)2
что (j) = (j) е, =" , = L е ,и вводя замену 1'0 = -Т'

о

"2 0)2
1'1 = ----..г' из уравнений (13) находим

С1

ос 00

й- ~ (4) й" ~ (5) •
(j) = ~ c2nJ271 (1'0'") cos 2nО, h = ~ c2nJ271 (Ylr) cos 2nО.

71=0 71=0
(26)

(27)

для определения постоянных c~~ воспользуемся граничными условия
ми (8), (9), которые можно записать так:

в.; + Tгr = T~г + Р, аге + ТгО = T~e,

й й ra дrpЙ ди;
Ее = Ее, еЕг = е r:. г, - -ar = ----аг- •

Используя соотношения (1) - (4) и (10), находим:
для магиитоупругой среды

Е = J!:... (_1_ дh _ Н дие ) , Ее = L (__1_~ + Но диг ) ,
г С t'!r дtJ о дt с t'! дг дt (28)

Тгг = 4: Е; - -*- (еР + fJ-Н2), ТгО = - 4~ E~e;

74



(30)

(29)

(31)

(32)

с alla----,
iшва дг

(i = 1, 2, ... , 5),

магиитоакустической среды

Е,й = __С_ дh
й

а
в ' Ее =iшва, д

а 1 й
з: = _8_ Ей2 ( аЕа2 + анй2) а: = _В_ ЕйЕй

гг 4л г Вл Е I.t ,ге 4л г е·

Компоненты aik тензора напряжений находим по формулам [5]

_ ~ \72 20 ( д2 !р 1 дф I д2 'IjJ )
о., - fI.V <р + дf2 -гг ----ае- + r дгдв '

а,в = _ О~фl' + 20"(_1~ __1_ д!р _ д2
!" ) ,

I 't' г дгдв г2 дО дг2

1 (1 a2q> a2'IjJ д!р 1 a'IjJ)
аее = (20 + л) r , д82 - дгдО +(jf + , де +

l' д2!р 1 д2ф 1 d'IjJ)+ л ~ + r дгдв - f2""" ----ае .
в предположении, что h « Но и среды имеют одинаковые магнитные

и диэлектрические проницаемости /.L = f1G
, Е = Ей, С учетом выражений

(28) - (30) граничные условия (27) записываются в виде

лV2 +20( д2!р __1_~+_1~)_ /lHo (h_ha) =
<р дг2 г2 дО Г дгд8 8л

дq>Й 2 (1 d2 q> I aq> д2'IjJ )
= Р (fГ' - У2'Ф +2 r дгдв - f2""" де - (f?Г = О,

~ (Н диг __I_~) = __С_ ahG
,

с о д! ~ дг «ов дг

L (_1_~ _ н дие) = _с_ ahG
, _ д!рЙ = ~ .

с Вг де о дt iШ8Г дО дг д!

Подставляя в уравнения (31) выражения для <р, h, 1jJ, <рЙ, hG
и учитывая, что

д!р 1 д'IjJ 1 д!р a'IjJ
ur=(jf+rдO' ue=raг-(jf'

для произвольных постоянных получаем такие выражения:

I1т

c~~ =-2!!......
I12n

для

где

B~ B~ B~ B~ B~

p~~ p~~ A~ о о

!12n = iЧ~~ M~~ M~~ О M&~

N~~ M~ N~З~ О N~~

Р(!) р(2) р(З) р(4) О
2n 2n 2n 2n

!1~h - определитель !12n, В котором столбец с верхним индексом «i» заменен
столбцом с верхним индексом «0»;

(1) 2 " ЛSI I

В2n = (20 + л) 51К2n (51Г) + -- К2n (5/) -
г

_(4;:" + /l::~ ) к-; (5i r ) (i = 1, 2);

B~ = 4~n [Y2гH~~' (У2Г) - H~~ (УаГ)];
г
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В(4) qpo J ( ) в(5) IlHo J •
'1.n = - -1'1- '1.n уог; '1.n = -вn йп (Ylr);

(о) 2 • 2 •
В'1.n = - бn {(2О + л) [b151/2n (51Г) - b25'1.1'1.n (52')] +

Л ' , 4n2л+ r [Ь151/2n (51Г) - Ь252/2n (52' )] - -,2- [bl 12n (51Г) - Ь2/2n (52Г)] -

- Il~o [d112n (51Г) - d2/ 2n (52Г)]};

([) 4n '
р2n = -2 [К2n (5[Г) - 5i r K '1.n (5[Г)] (i = 1, 2);,

p<:~ = - Y~ [H~~ (У2Г) + 2H~~· (У2')];

(О) 4nбn ' ,
р2n = -,-2- {г [Ь151 /2n (51Г) - Ь252/2n (ц)] - Ь1/2n (51Г) + b ,i2n (52Г) };

M~~ = [!~:o (q - ~) к; (5[Г) (i = 1, 2);

М (3) 2!J.q н(2) ( ).
2n = ~ '1.n У2Г '

(5) с; 1'1 .' •
М2n = -- y1J '1. n (у]г);qe

(О) Ilбn' , , ,
М2n =т {d151l2n (5}') - d2 52 /2n (52') - qHo [Ь151/2n (51Г) - Ь252 /2n (52Г)]};

N(i ) ьн; [2 {[ ]К )
2n =~ nq- -а 2n (5[Г (i = 1, 2);

N(З) = IlHoq ~,H(2)' (" г)'
2n ВС 12 '1.n 12 ,

(5) 2nВс; •
N '1.n =~ J2n (YIr);

N(O) 2nоn {d
2n = ~ /2n (51Г) -d2/ 2n (51') - Hoq [b112n (51Г) - b2/ 2n (52')]};

p~ = s~q к; (5{) (i = 1, 2);

Р(З) 2nq н('1.) )
'1.n =~ '1.n (YzT ;

Р
(4) .
2n = yoJ'1.n (УоГ);

(О) qбn ' ь·
Р2n = - -1'1- [b1511'1.n (51Г) - 25212n (52')]'

Здесь штрихи обозначают производные по аргументу. Все значения берутся
при, = R.

Полученное решение рассматриваемой задачи может быть использо

вано при исследовании магиитоупругих эффектов в кусочио-однородных

средах с конечной электропроводимостью.
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